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Met potlood, papier, liniaal, passer €én gummetje rechtgeleidingen construeren

Waar blijven de nieuwe Pythagorassen

Rekenmachines hebben het werktuighouwkundig on-
derwijs zeer nadelig beinvioed. De digitale {algebrai-
sche) werking ervan heeft de meetkunde vér onderuit
gehaald. Werktuigbouwkundige studenten weten
bijna niets meer af van de eigenschappen van een
cirkel, cirkelbundels met een machtlijn, of van lijnen-

waaiers.

Inmiddels is diezelfde rekenmachine zover ontwik-
keld, dat de meetkunde met specifieke rekénprogram-
ma's (Autocad) ook op het beeldscherm kan worden
uitgevoerd. Maar wie kan daar nog creatief mee om-

gaan?

Dr. Evert A. Dijksman

De heer Dijksman is uni-
versitair docent macha-
nismen, precision-engi-
neering (WPA), faculteit
der Werktuigbouw-
kunde, Technische Uni-
versiteit Eindhoven.
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Meetkunde is één van de oudste
takken van de wiskunde. Al vanaf
2 000 jaar voor Christus worden
oppervlakteberekeningen in het
platte viak gemaakt. Ongeveer

1 500 jaar later maakt Pythagoras
van de meetkunde een zuivere we-
tenschap, terwijl met Archimedes
(circa 250 jaar voor Christus) een
hoogtepunt wordt bereikt, Sinds-
dien is de meetkunde met meer of
minder intensiteit bedreven. Vaak
hing de belangstelling ook af van
concurrerende ontwikkelingen in
de rekenkunde (algebra) met als
overgangsgebied de analytische
meetkunde, die beide methoden
wist te combineren.

Met de komst van de rekenma-
chine, die in principe digitaal en
dus algebraisch werkt, wordt ge-
lijktijdig de meetkunde vér onderuit
gehaald. De mens, die de meet-
kunde nodig heeft om aan zijn

3. Deze elliptische beweging genereert een exacte rechte en
werd toegepast op een sledegeleiding.

! komen, dacht dezelfde resultaten

: wel langs algebraische weg te kun-
i nen bereiken. Het ging zelfs zover,
: dat de meetkunde bijna volledig uit

het leerprogramma voor het voor-

; bereidend hoger onderwijs (VHO)

. werd geschrapt. Een ontwikkeling,
! die zeer nadelig heeft uitgewerkt

~ voor onderwijs en wetenschappen
: op bouwkundige gebied, zoals de

i werktuigbouwkunde die de meet-

* kunde fundamenteel nodig heeft.

. Duidelijk is, dat het met het (meet-
! kunde)onderwijs in Nederland

© slecht is gesteld. (Alleen in Oosten-
" rijk en Zuid-Duitsland bestaat zij

nog in volle glorie.) Veel werktuig-

- bouwkundige studenten weten na-

genoeg niets meer van de oude
meetkunde, zoals die vadr de in-

¢ voering van de Mammoetwet nog

werd gedoceerd. Zo weten ze bijna

i niets meer af van de eigenschappen
. van een cirkel, of van cirkelbundels

voorstcllingsvermogen tegemoet te ! met een machthijn, of van lijnen-
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waaiers, kortom al die zaken die
vroeger op de middelbare school

| tot de standaardstof behoorden.
. Gelukkig is nu diezelfde rekenma-
¢ chine inmiddels zover ontwikkeld,

dat met specifieke rekenprogram-
ma'’s, zoals Autocad, de meetkunde

* ook op modeme wijze kan worden
- bedreven: wat vroeger op papier
. werd gedaan, wordt dan nu op het

scherm uitgevoerd (alleen natuur-
lijk veel nauwkeuriger).

: Toch zal er nog heel wat moeten
* gebeuren voordat ontwerpers er
- creatief mee om kunnen gaan. Wat

nodig is, is een heropvoeding van
de huidige ingenieur, die weinig
van de eigenlijke kinematica (be-
wegingsmeetkunde) afweet,

Om het gevoel voor geometrie te

* bevorderen, zal technische realisa-

tie van lijnen en cirkels worden ge-
demonstreerd als voorbeeld van
toepassing van de zuivere meet-

* kunde. Hierbij biedt de algebra al-
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en Archimedessen?

1. Tvimelarmkraan waarvan de afgelegde weg van

de toprol een rechte benadert.

léén geen uitkomst. De voorbeel-
den laten zien dat er nog steeds in-
teressante constructies langs geo-
metrische weg tot stand komen.

Construeer een exacte recht-
geleiding

Om het niet al te moeilijk te maken,
zullen we ons beperken tot een toe-
passing van de viakke meetkunde
en een aantal exacte rechtgelei-
dingsmechanismen construeren.
Exacte rechtgeleidingsmechanis-
men zijn mechanismen, die zijn op-
gebouwd uit een gestel, staven,
{drichoeks)schakels, draaipunten,
glijblokken (zuigers), nokken, tand-
wielen, kettingen, enzovoort, waar-
bij tijdens de beweging in elk geval
€€n punt een stuk van een rechte
lijn beschrijft. De bedoeling is de
normaal noodzakelijke geleidebaan
(of leibaan) voor zo'n punt te ver-
vangen door andere onderdelen van
het mechanisme, zodat de geleide-

l
1
i
!
:
i

baan uiteindelijk niet meer hoeft te
worden gebouwd.

Een mooi voorbeeld van een recht-
geleidingsmechanisme is de tuimel-
armkraan uit figuur 1. In feite isde
kraan een grote stangenvierzijde,
waar het middelpunt van de toprol
(waaraan de last hangt) bij het in-
of uittoppen zoveel mogelijk een
rechte baan moet beschrijven om
energieverlies tijdens horizontale
verplaatsing van de last te voorko-
men. Qok het drijfstangkrukmecha-
nisme in een verbrandingsmotor,
dat de geleidende functie van de
cilinder overbodig maakt, is een
rechtgeleidingsmechanisme (fi-
guur 2).

Binnen de meetkunde maken ze
verschil tussen exacte en benaderde
rechtgeleidingsmechanismen. De
tuimelarmkraan is een benaderde
vorm, omdat de betrokken baan
niet exact rechtloopt, maar de
rechte over een stuk benadert.
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2. Drijfstangkrukmechanisme, voorzien van een hena-
derd rechtgeleidingsmechanisme van het type Watt.

mvenrs/acyrRel

oP-0§ = 0°°

Coanstvetie voor ok /900(5/2/0 von
Aot mverse Zw)/‘ q von F er o/yezf’eara’ .

Wel exact is een mechanisme, dat
gebruik maakt van de zogenoemde
elliptische beweging, waarbij een

I rolcirkel (steekcirkel van een tand-

wiel) zich (zonder te slippen) afrolt

’ binnenin een andere rolcirkel met
i een tweemaal zo grote straal. De

H

omtrekspunten van de kleine rolcir-
kel beschrijven ten opzichte van de
grotere dan een diameter van de
laatste (figuur 3).

Geometrische inversie

i 4, De truc van
! hetinverteren,

|

i

Bij het meetkundig construeren van

rechtgeleidingen komt geometri-
sche inversie goed van pas. Met de
eigenschappen van de zogenoemde
inversiecellen is bijvoorbeeld een
passer te ontwerpen, waarbij zeer
grote cirkelbogen kunnen worden

|
|
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paal zijn saijpunt V met UO;

f. trek ten slotte VQ // RU en be-
paal het snijpunt Q met OP.

Het punt Q ligt dan op de uit-
gangskromme q en is het inverse
punt van P. Als P op de inversie-
cirkel z&lf ligt, valt Q samen met
P.

inversseo— cirkal

* Door de inversie punt voor punt uit
* te voeren, kan ook een kromme

: worden geinverteerd. Het blijk¢, dat
; een geinverteerde cirkel weer een

J— s 4 : cirkel is, alleen met een andere dia-
a5 - or r= :.0£_ = OONSion? . meter (ﬁguuy 5.
a&s-or De twee ten opzichte van elkaar
De inversie van een cirks/ is weer een cikel. geinverteerde cirkels snijden elkaar
- X in twee punten van de inversiecir-
5. Inversie van een cirkel. ( P ol sverse Aromme von 2 e 0/@&\‘@/‘6 ') kel, waardoor de middelpunten van
de twee geinverteerde cirkels, sa-
men met het middelpunt O van de
inversiecirkel, op één rechte lijn
getrokken. Maar vanwege de om- De constructie kan als volgr liggen (O, Py en Qg liggen op een
kering van afstanden zijn inversie- worden uitgevoerd (figurer 4): rechte). Omdat het middelpunt O
cellen ook geschikt om als mecha- a. gegeven de inversiecirkel met | van de inversiecirkel naar het on-
nisch onderdeel in precisie-instru- straal OR; eindige wordt getransformeerd,
menten te worden gebouwd. b. gegeven ook cen willekeurig wordt de inversie van een cirkel
Geometrische inversie is een oude punt P {(eventueel liggend op een | door O de {macht)lijn van die cirkel
truc, gebaseerd op een meetkunde- gegeven ingangskromme p); met de inversiecirkel, namelijk de
onderwerp dat L. J. Magnus al in ¢. kies een willekeurig punt U in | rechte door de twee snijpunten van
1831 bedacht (staat ook te boek als het vlak van uw vel (scherm). beide cirkels (figuur 6). Juist deze
een quasi-transformatie). Bij deze Voor de uitvoering van de con- laatste eigenschap kunnen we ge-
transformatie wordt elk eindig punt structie is er geen onderscheid bruiken om exacte rechtgeleidings-
(Q) buiten een {vaste) cirkel naar tussen punten die binnen of bui- | mechanismen te ontwerpen.
een punt (P) binnen die cirkel over- ten de inversiecirkel liggen. Zo- | Een volgende stap is het mechani-
gevoerd en omgekeerd. Een uitzon- wel rekenkundig als meetkundig | seren van het ontwerp. Voor figuur
dering vormt het middelpunt O van is de omgekeerde transformatic | 6 betekent dit, dat een mechanisme
de inversiecirkel, dat naar het on- dezelide als de transformatic met een vast punt O en twee andere
eindige wordt getransformeerd. zelf: punten P en Q moet worden gevon-
Juist van deze eigenschap kunnen d. verbind vervolgens het punt U | den, die op de verbindingsrechte
we bij het ontwerpen van rechtge- met O, miet P en met R op de OP blijven liggen en waarvoor het
leidingen gebruikmaken. rechte PO. zoals in de tckening produkt OP - OQ = constant en zo-
We zullen het principe van de in- is aangegeven: doende onafhankelijk blijft van een
versie stap voor stap doorlopen. e. trek daarna RV // UP en be- bewegingsvariabele. Het ingaande
punt Q moet zich verder vrijelijk
6. Inversie door een mid- over een willekeurige ingangs-
delpunt. kromme kunnen bewegen.

Oude inversiecellen

! De oudste gevonden inversiecel is
¢ van Peaucellier (1864) (figuur 7).
; Deze bestaat uit een stangenruit

: zijde MPNO, waarbij MP = MQ.

i Voeren we nu het punt Q langs een
i deel van een cirkel door O, dan zal

: P een deel van een rechte baan

! gaan beschrijven, die loodrecht

: staat op het gestel OQg. De cirkel-

¢ baan, als ingangskromme voortge-

. bracht door het punt Q, wordt daar-

versrd- el i bij afgedwongen door de extra staaf
Je mverse van cen cirkel 2 door O word? | QQp. die even lang moet zijn als de
; . . | gestelstaal OQq.
L& mw"‘):‘%)—/b Yor g2 ab_versiecirkel. Tien jaar later kwam Hart met een

andere inversiecel, die uit minder
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staven bestond en feitelijk niets an-
ders was dan een stangen-antiparal-
lellogram ABCD. (figuur 8). Hier-
bij zijn de lengten van de over-

staande zijden aan elkaar gelijk, al- :

hoewel er geen enkele zijde even-

wijdig loopt aan een andere. Alleen

de diagonalen van het antiparallel-
logram blijven evenwijdig. Wordt

Q weer op een cirkel q gaande door .

het vaste punt O geleid, dan be-
schrijft P weer een recht lijnstuk in
een richting loodrecht op 0Qq met
Qg als middelpunt van q.

Behalve de bekende cellen van
Peaucellier en Hart bestaat ook nog

de zogenoemde viervlakkige inver- ;

siecel van Sylvester en Kempe ({4}, ;

{5]), die in feite een generalisatie is
van de inversiecet van Hart. Bij de
cel van Sylvester en Kempe liggen
de drie systeempunten O, Pen Q
niet langer op een rechte, evenwij-
dig aan de diagonalen van het anti-
parallellogram, maar vormen zij de
toppunten van drie onderling ge-
lijkvormige aankoppeldrichoeken
van drie van zijn zijden hierop ko-
men we later terug).

Andere, minder bekende cellen, die
als rechtgeleidingsmechanisme
kunnen worden toegepast, zijn ook
beschreven in hoofdstuk 8 van [6].

Moderne inversiecellen

Ter gelegenheid van het zevende
Wereldcongres op het gebied van
de Theorie van Machines en Me-
chanismen, gehouden in september
1987 in de stad Sevilla in Spanje,
vond ik een manier om twee totaal
verschillende antiparallellogram-
men in vier draaipunten aan elkaar
te knopen (figuur 9 en [7]). Drie
van deze vier draaipunten zijn juist
de drie systeempunten O, Pen Q
van Hart’s inversiecel. De vier ge-
meenschappelijke draaipunten zijn
tevens snijpunten van overeenkom-
stige zijden van de twee cellen. Ze

PowyTecusiscn tijdselrift
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symmetrie-as krijgen, die door het
* snijpunt T van SR en AC gaat. (In

1. De oudste inversiecel.
. M M
; C)
Fi .
- ~.i@
] o e Q
1 H >
I ! ..-"
; ]
t =1
]
Je_trversar van _FPeowesdler (Y864)
c. trek voorts de rechte SS // DB
en bepaal het snijpunt S van AB
en SS; A A

d. spiegel de stangenvierzijde
ABCD naar haar spiegelbeeld
ABCD, waarbij de middellood-
lijn van S8 als spiegelas fun-
geert:

e. bepaal ten slotte het draaipunt
R als snijpunt van de twee zij-
den (CD en BC) en net zo zijn
spiegelbeeld als snijpunt van het
tweetal (CD, BC).

De zo ontworpen keten bestaat dan
uit twee ten opzichte van elkaar ge-
spiegelde stangenvierzijden ABCD
en ABCD, die van de vier draai-
punten (S, R, S en R) met elkaar
zijn verbonden.

Zoals gezegd, kan de verkregen
constructie ook worden gezien als
een samenstel van twee willekeu-
rige antiparallellogrammen, die on-
derling zo zijn geplaatst dat ze een
gemeenschappelijke spiegel- of

beide opvattingen komt dit overeen
met negen (4 x 2 +1) ontwerpvrij-
heidsgraden.)

Het resultaat is in elk geval een

Da iversia-cel van Hor? (16%.)

B

Omdat het hier dus ging om een zo-
genoemde gedwongen keten waren
er twee draaipunten overtollig.
Door de viervoudige overbepaald-
heid van onze achtstangenketen is
het zelfs nog mogelijk een wille-
keurige drichoeksstaaf (met drie
draaipunten) weg te laten. In figuur
10 is bijveorbeeld de ‘ternaire’
staaf CRD weggenomen, waardoor
desondanks een (statisch bepaalde)
en daardoor als mechanisme toch
nog enkelvoudig overbepaalde ze-
venstangenketen ontstaan. Hierin
wordt het overblijvende antiparal-
lellogram mechanisch belemmerd
om via haar gestrekte positie de on-
gewensle beweging van een pural-
lellogram te gaan volgen.

8. Dit omwerp zette Hart
al in 1874 op papier.

9. Twee perspectivisch
gelegen antiparallello-
grammen, onderling ver-
bonden door de op één
rechte liggende draai-
punten D, B, BenD, re-
sulterend in de ten op-
zichte van elkaar gespie-
gelde stangenvierzijden
ABCD en ABCD, verbon-
den door de perspecti-
visch gelegen draaipun-
ten S, R e:%. f.

liggen in elk geval op een willekeu-
rige rechte evenwijdig aan de dia-
gonalen van de twee antiparallelio-
grammen.

De methode om dit overbepaalde
stangenstelsel van cellen te ontwer-
pen, was destijds gebaseerd op
perspectiviteit en spiegeling.

achtstangenketen met twaalf draai-
punten. In de tijd was de keten be-
doeld om het antiparallellogram :
door zijn gestrekte positie heen te ! fd -
¢ krijgen: wanneer het ene antiparal-

: lellogram de gestrekte stand had

~ bereikt, stond het tweede, daarmee

: gekoppelde, antiparallellogram in
een andere, open configuratie, :
waardoor het de eerste door zijn ge-
strekte stand heen hielp. Op die i
manier werd het voor de vierstan-  ;
genketen van het antiparallellogram |

Vaor het meer directe ontverp,
wordt eceliter de volgende con-
structie aanbevolen:

a. ga uit van een willekeurige

stungenvierzijde ABCD; . technisch onmogelijk om daarbij |
b. kies dun het draaipunt S i ongewild in de beweging van een i
ergens op de zijde AD; i paralleliogram over te gaan. l

mei 1394, nummer5 37
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10. Stangen-antiparaiiel-
logram, ASAS, aangevuld
met een stangendyade
BCD en sen binaire staaf
BR om zijn gestrekte po-
sities te overwinnen.

11. De nieuwe inversie-

cel.

De inversor van Dijksman

in eerste instantie is het idee it
1987 verder uitgewerkt, wat heeft
geresulteerd in een nieuwe inver-
siecel. Want van de overbepaalde
zevenstangenketen van figuur 10
kan nog cen tweede staaf worden
weggelaten, bijvoorbeeld de staaf
AS. Daarmee onstaat een niet lan-
ger overbepaalde zesstangenketen
van het Watt-type. De onderlinge
beweging tussen de overblijvende
staven blijft ook dan nog gedwon-
gen. De resulterende keten is te
zien in figuur 11,

Deze stangenketen bevat nog steeds
die willekeurige stangenvierzijde
ABCD, waaraan een stangendyade
SBR is toegevoegd. Net als bij de
achtstangenketen heeft men ook
hier, bij een willekeurige keuze van

de stangenvierzijde ABCD, nog al- |

tijd oneindig veel oplossingen door |

de vrije keuze van het draaipunt 8
op de systeemlijn van de zijde AD.
In plaats van de keuze van S op AD
is het, zoals later blijkt, veel handi-
ger om het dyadedraaipunt B op, of
op het verlengde van de diagonaal
DB van de stangenvierzijde ABCD
te kiezen.

Het dirvecte onnverp van de
niewwe inversiecel wmet haar
svsteempunten O, P eu Q. zivt
er i ols volgt wit (zie ook
Jigrur 11y

DABL) +SBR

mei 1994, nummer 5
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. ga weer uit van een totaal wil-
lekeurige stangenvierzijde
ABCD:

b. kies een willekeurig draaipunt
B op of op het verlengde van de
diagonaal DB:

¢. trek de staaf BS evenwijdig
met het spiegelbeeld van AB ten
opzichte van de diagonaal DB
van de stangenvierzijde, met an-
dere woorden: hoek SBD =
hoek DBA:

d. verander het snijpunt S tussen
AD en BS in een draaipunt tus-
sen de twee staven AD en BS;
e. trek de staaf BR evenwijdig
aan het spiegelbeceld van de zijde
BC ten opzichte van de diago-
naal DB van de stangenvier-
zijde, met andere woorden: hock
BBR = hoek CBD);

f. verander het snijpunt R tussen
CD en BR in een draaipunt tus-
sen die twee staven.

Aan de willekeurige stangenvier-
zijde is nu een stangendyade SBR
gekoppeld, die evenwijdig loopt

met het spiegelbeeld van de stan-

i gendyade ABC ten opzichte van de
* diagonaal DB van de stangenvier-

zijde. Hierbij zijn de draaipunten
D, B en B nog steeds identiek aan
de respectieve punten O, Pen Q,

" de systeempunten van onze inver-

siecel. Dat wil zeggen, dat als het
punt D = O als gestelpunt wordt

- gekozen, de ingaande kromme,
i wordt beschreven door het punt P,
; geinverteerd naar de uitgaande

kromme, die dan door het punt Q
wordt voortgebracht. Het aange-
koppelde dyadedraaipunt B=Pis
daarbij een willekeurig punt van de

. oneindig lange diagonaal DB. Men

heeft dus bij elke willekeurige stan-
* van de ‘beste oplossing’, dat wil

* genvierzijde nog oneindig veel op-

lossingen voor het ontwerp van de

. cel.
* Te bewijzen is dat de cel van Peau-
* cellier eigenlijk niets anders is dun

12, Inversor van Dijksman, waarbij

. het punt O een recht lijnstuk be-
: gchrijft

| een zéér bijzonder geval van het

zojuist gegeven ontwerp. Dat is dan
ook de reden waarom de in dit be-
stek nieuw ontworpen inversiecel
kan worden beschouwd als een
(driemaal) gegeneraliseerde vorm
van de inversiecel van Peaucellier.
Driemaal, omdat de nieuwe vinding
ten opzichte van die van Peaucel-
lier drie vrije ontwerpparameters
extra bezit: namelijk twee meer
voor de willekeurige stangenvier-
zijde ten opzichte van de vlieger-
vierhoek, en één voor de vrije
keuze van B op de diagonaal van
die vierzijde.

Figuur 12 demonstreert de toepas-

i sing van het algemene ontwerp als

inversor, waarbij het punt P van de
cel op een cirkel door O om het
vaste gesteldraaipunt Py wordt ge-
leid. Hierdoor zal het draaipunt Q
een deel van een rechte lijn in een

! richting loodrecht op het gestel OPy
: gaan beschrijven. Het rechtgelei-

; dingsmechanisme, dat op deze ma-
i mier is ontstaan, bevat inderdaad

i evenveel staven en draaipunten als

i de bijzondere inversor van Peaucel-
! lier.

. QOverigens stelt de vrije keuze van

de basisvierzijde de ontwerper in
staat om in elke stand van het in-

. versiemechanisme voor een goede
* bewegingsoverdracht te zorgen.

. Aangezien de eis van een zo lang

: mogelijke rechtgeleiding hierop

i een tegenwerkend effect heeft,

moeten beide wensen door onder-

- linge afweging tot ecn aanvaard-

baar compromis leiden. Het vinden

* zeggen €én waarbij een zo lang mo-
i gelijke rechigeleiding is toege-

i voegd aan een aanvaardbare waar-

i de voor de minimale over-
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geleidingen

13. Bijzondere inversiecel met een dubbel draaipunt in C.

brengingshoek pmin (of een andere
maat voor een goede krachtdoorlei-
ding), kan zodoende onderwerp
zijn van een vergelijkende studie.

Zelf doen

Naast deze algemene uitvoering
zijn verschillende bijzondere va-
rianten verder uitgewerkt, waarvan
er een aantal zijn gedemonstreerd
in figuur 13, 14, 15 en 16, Op de-
zelfde manier als de twee aan el-
kaar geknoopte cellen van Hart,
kan nog een cel worden gevonden,
zoals figuur 17 laat zien, Daarbij is
gebruik gemaakt van de mogelijk-
heid om de cellen van Sylvester en
Kempe aan elkaar te knopen. De le-
zer wordt uitgedaagd de afleiding
van deze laatste cel zelf te produce-
ren [6].

Tot slot hoop ik dat het bewijs, dat
met een willekeurige stangenvier-
zijde als uitgangspunt, exacte
rechtgeleidingen zijn te ontwerpen
de nieuwsgierigheid van construc-
teurs voor de zuivere meetkunde
opnieuw heefi geprikkeld. @
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14. De inversiece! van Peaucellier als een hijzonder geval door
voor de willekeurige stangenvierzijde een vliegervierzijde te
nemen.
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15. Bijzondere inversiecel, waarbij voor de stangenvierzijde
ABCD een paralieliogram is genomen. De bijbehorende stan-
genvierzijde RDSB wordt dan een antiparalieliogram.

\S'-A




