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BIJNAPERIODIEKE MULTIPLICATIEVE
FUNCTIES
DOOR

N. G. DE BRUIJN
{Den Haag).

§ 1.

Verschillende onderzoekers 1) hebben noodige en voldoende
voorwaarden aangegeven, opdat een multiplicatieve getal-
theoretische functie in den zin van BESICOVITCH bijna-
periodiek is. Slechts in het geval van de positieve multi-
plicatieve functies vonden zij voorwaarden, die tegelijk noodig
en voldoende zijn. )

In dit artikel beschouwen we mult1p11cat1eve functies die
in den zin van H. BouR bijnaperiodiek zijn. Het is gelukt
deze met behulp van een DiIRICHLET-karakter volledig te
karakteriseeren. Vooraf gaan enkele definities.

Een getaltheoretische (d.w.z. voor alle natuurlijke getallen
# gedefini€erde) functie f{#) (die complexe waarden mag
aannemen) heet multiplicatief, als f(1) =1 en f(nn,;) =
= f(n,)f(ny) voor ieder paar n,, n, van onderling ondeelbare
natuurlijke getallen.

Een getaltheoretische functie heet in het volgende bijna-
periodiek (in den zin van BOHR), als er bij iedere ¢ > 0 een
getal L > o bestaat, z66 dat er bij iedere ¥ > o in het inter-
val (x, x + L) minstens één e-verschuivingsgetal ligt. Een

1)’ M. Kac, E. R. vaN KampeN and AUurREL WINTNER, RAMANUJAN
sums and almost periodic functions, Amer. Journ. of Math. 62 (1940)
107—114; E. R. van KaMpEN and .A. WINTNER, On the almost periodic
behaviour of multiplicative number-theoretical functions, ibid. 613—626;
P. ErpSs and A. WINTNER, Additive functions and almost periodicity
(B2?), ibid. 635—645; PE. HARTMAN and A. WINTNER, On the almost periodi-
city of additive number-theoretical functions, ibid. 753—758.
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getal 7 heet hierbij e-verschuivingsgetal, als = geheel en posi-
tief is, en voor elk natuurlijk getal y geldt | f(y + 7) —f(y) |<e.
Deze definitie wijkt wegens de beperking tot positieve y
ietwat van de gebruikelijke af; men gaat aan de hand van
§ 2 echter gemakkelijk na, dat elke in dezen zin bijna-
periodieke multiplicatieve functie voor niet-positieve # zoo
kan worden gedefini€erd, dat zij in gebruikelijken zin bijna-
periodiek is en daarbij multiplicatief blijft *).

Qok wanneer het niet uitdrukkelijk is vermeld, stellen
latijnsche letters (uitgezonderd functiesymbolen) alsmede de
letter 7 (verschuivingsgetallen) natuurlijke getallen voor,
terwijl p steeds een priemgetal beteckent.

Het hoofdresultaat van dit artikel luidt nu:

Stelling 1. Een multiplicatieve getaltheoretische functie
f(n) is dan en alleen dan bijnaperiodiek, als er een natuurligk
getal N en een vestkarakter y mod N bestaat, 266 dat

(x) woor elke p|N geldt lim f(p™) = o,

n—>®

(2) woor de overige p geldt (G(m) = y(m)f(m)):
lim G(p") bestaat en is o,

N> 0

(3) als bij niet op N declbare p de bovenste grens van de
vij getallen | G(p™)-—1| (n =1, 2,3, .. .) door b(p) wordt voor-
gesteld, X b(p) convergeeit.

We zullen verder zien dat een bijnaperiodieke multiplica-
tieve functie ook grensperiodiek is, d.w.z. dat er bij iedere
&> 0 een 7 is, 269, dat de getallen 7, 27, 37, ... e-verschui-
vingsgetallen zijn.

Stelling I vertoont een sterke analogie met het zuiver
periodieke geval, dat natuurlijk veel eenvoudiger is, doch
dat wij terwille van de overeenkomst vermelden:

Stelling Ia. Een multiplicatieve getaltheoretische functie
is dan en alleen dan zuiver periodiek, als er een natuurlijk getal
N en een vestkavakier y mod N bestaat, 206 dat

(1) wvoor alle p|N geldt: vanaf zekere n is {(p") =0

(2a) woor de overige p geldt (G(m) = y(m)f(m)):

vanaf zekere n is G(p*) constant en 0,

‘1)  Men neme daartoe (met de notatie van Stelling I) f(— ») = y(#)/(n)

en flo) = o0 als N> 1; f(o) = H lim G{p®) als N = 1.
P n—>®




83

(3a) slechts voor een eindig aantal priemgetallen p bestaan
er een of meer exponenten n met G(p*) F# 1.

Opmerkelijk is, dat Stelling Ia gemakkelijk uit Stelling I
kan worden afgeleid:

Zoowel uit de periodiciteit als uit de voorwaarden (1a)
t.e.m. (34) volgt

(4) f(n) neemt slechts eindig veel verschillende waarden
aan.

Verder is een bijnaperiodieke functie die aan {4) voldoet,
zuiver periodiek, terwijl men gemakkelijk uit de voorwaarden
(1) tem. (4) de voorwaarden (1a) t.e.m. (3a) afleidt.

Door beperking tot volledig multiplicatieve functies (f(%)
heet volledig multiplicatief, als /(1) = 1 en voor alle natuur-
lijke getallen %, en #, geldt f(nm,) = f(ny)f(n,)) volgt uit
Stelling I onmiddellijk 1): '

Een volledig multiplicatieve functie f(n) is dan en alleen dan
bijnaperiodiek, als er een natuurlijk getal N en een kavakter y
mod N bestaat, 206 dat

[{(p)| <T als pIN,
J(p) = x(p) als (p,N) = 1.

Zeer eenvoudig wordt het resultaat voor de door WINTNER
c.s.-meermalen beschouwde z.g. sterk multiplicatieve functies
(d.z. multiplicatieve functies met f(p) =f(p%) =F{$®) . .. voor
alle $): :

Een stork multiplicaticve functie is dan en alleen dan bijna-
periodiek, als % | f(p) — 1| convergeert %).

»

§ 2.

In deze paragraaf bewijzen we het eerste gedeelte van
Stelling I: Een multiplicatieve functie die aan de voorwaarden
(1) t.eam. (3) voldott, is bijnaperiodick, en zelfs grensperiodiek.

1) Dit resultaat werd zonder bewijs medegedeeld in no. X van de bij
mijn dissertatie (Amsterdam V. U. 1943) gevoegde stellingen.

3 Opmerking bij de correctie: Deze stelling komt voor
in een door P. ErRDOs aangevulde herdruk van het op blz. 81 genoemde
artikel van KAc, vaN KAMPEN en WINTNER, Studia Mathematica 9, blz. 52.
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Bewijs. Uit (3) volgt gemakkelijk dat | /(#) | naar boven be-
grensd is; « zij de bovenste grens van | /|. Danis « = |/(1)| =1.
Verder zij 0 < e < 1. Wegens (3) bestaat er een x met

Eb(¢)<§2é.. N o)

. 'We zorgen ervoor, dat x > N is. Bij iedere p =< x bepalen

we vervolgens in overeenstemming met (I) en (2) een ex-
ponent A,(p) z66, dat

|89 — 2NN < g voor AZ ho(8). - . (6)
Hierin is I(p) = lim G(p") als (p,N) = 1, I(p) = oals p/N.

Is verder A,(p) het aantal factoren p dat in N opgaat,
dan zetten we

M) =2+ Al G=n . . . )
Ap)=o0 (p>=x)
v = I p*@.
»
We zullen aantoonen dat de getallen av (e =1,2,3,...)

e-verschuivingsgetallen zijn, en laten daartoe zien dat voor
alle @ en y geldt
[y +aer)—f)l<e - . . . . (8§

Bij iedere p geven we het aantal factoren p in y resp.
y + at door u(p) resp. »(p) aan. Dan geldt:

als p(p) < A(p), dan is »(p) = #(:b):} )
als p(p) = A(p), dan is v(p) Z A(p). | = °

We onderscheiden nu twee gevallen:

1°. Eriseen p met p/N (dus p < x) en u(p) = Ay(p), dus
wegens (7) en (9) is ook »(p) = A4(p). Dan is

L) = | Fop=t@) || fpr0) | <o, ——= 2 < 2

8xa2  8xa 2

Evenzoo geldt | j(y + a7)| < %¢, dus (8) is bewezen.
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2°. Voor alle p met p/N geldt p(p) < 4,(p). Wegens
(9) is?) )

[ y+ar)—f )=/ IL p#@)|.| II j(p"®)— II f(pr@)].
b(p) <Aw) u(p)2=A(n) w(®)=Ai(p)
‘We hebben
v Il p7F® =0o@®), . . . . . (11)
u{p)<A(p) )

want als p/N, is het aantal factoren $ in het linkerlid
— A(p) — p(p) > A(B) — ho(p) = M(p). Uit (11) volgt ver-
der wegens v - ar = y(z), dat
I p®W= II p*® (mod N).
#(0)zA(p) uip)zi(n)

Daar voor elke p met.p/N geldt u(p) < 2,(p) =< A(p), zijn
verder beide leden met N onderling ondeelbaar; voor beide
leden heeft 4 dus dezelfide van nul verschillende waarde. Nu
levert (xo) op

| Hly + ar) — f) | £ « ] TT G(p"®) — TT G(p#®))]. (x2)
p(o)2i(p) #(p)ZA(p) :

Gemakshalve formuleeren we de eenvoudig te bewijzen

Hulpstelling 1. Zz’jn Gps -+ vy On; Oy, o o, Op COMPlexe ge-
tallen. met |6+ ...+ 18| =1, en zz'jn voor k=1,

b alle ﬁrod%cten van k verschzllende o’s in absolute wm/de

< a, dan s
| (01480 - .. (onHé)—oy. ..o S 2a( 8]+ ...+ | 8 ).
Zim pq, . . ., P de verschillende priemgetallen met
u(p) = Alp), dan zetten we
o, = G(pHPd), 8, =GP —0, (i=1,...,5).
Als p, < x, dan is volgens (6) (wegens u(p;) = 4(p;) en
v() Z Aolpa): | ] < dertam
Verder is veor alle 2

|81 = 1G(p?®)) — 1| + | GpH®)) —1| < 2b(p),

1) In de producten doorloopt p alle priemgetallen die aan de onder het
productsymbool aangegeven voorwaarden voldoen.
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dus volgens (5):

1S4=h
P>z

€
z 4] < ey
Daar het aantal priemgetallen p; met p, < x kleiner dan
x is, is
€

S 6] <% S
i1 ¢ T4xe? | 40 242

Hulpstelling 1 levert nu te tezamen met (12)
; &
|y 4 a7) —f0) | <a.z0. — =
20

§ 3

Minder eenvoudig is het bewijs van het tweede gedeelte
van Stelling 1: Bij een multiplicatieve bijnaperiodicke functie
f(n) bestaat een natunrlijk getal N en een restharakier y mod N,
206 dat aan (1) tem. (3) ¢s voldaan.

Uit de bijnaperiodiciteit volgt, dat |f| begrensd is; de
bovenste grens van || geven we weer met « aan. Verder
zij bij ieder priemgetal p de onderste grens van de rij T,
[F), |78, ... door g(p) voorgesteld. Dan geldt

Hulpstelling 2. Voor hoogstens een eindig aanial p’s 1s
g(p) = o. Het product van deze p’s noemen we P (evi. P = 1).
Verder is

g=TIlgp)>0 . . . . . (13)
@ P)=1

Voor (m,P) =1 geldt | f(n)| = B.

Bewijs. L zij een natuurlijk getal z66, dat er in ieder
interval ¥ < v < x -~ L een getal v ligt, dat verschuivings-
getal is bij e = §. We laten nu zien: Zyn my, . . ., my, fwee
aan twee onderling ondeelbare natuwurlijke getallen, dan is voor
minstens één ervan | f(m;) | > ot

Zij nl. y een oplossing van het stelsel

y+ k=my, (mod m@) (k=1,...L).

Onder de getallen y, ¥ + 1,...,¥ + L — 1 bevindt zich
minstens één 7, die verschuivingsgetal is bij %, dus er is
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een k met
1<E<L en |f
We zetten bij d
v+ k= my, (mp + 1).
Daar (my, my; v+ I) = I is, geldt
<y + By =1 flm) | .| flomp + D) = | flm) |,
dus | f(mg) | > a1
Is g(p) =o0, dan is ‘er een macht m = p* van p met

y+k—Ffx<$ dus [f+R]I>3%
eze kb

lf(p}') }<< EI—; blijkens het voorgaande kan dat hoogstens
3

bij L — 1 verschillende priemgétallen het geval zijn.

Vervolgens onderstellen we Il g(p) = o. Dan zijn er priem-
(p, P)=1 .
getallen P11 -+ o> Prsp Pars -+ +s Pasgy -+ o PLas -+ Py, (alle ver-
schillend) met

EMM<i(mﬂwqu....u@

Bjj 1edere kenj = k <L, 1 <7 <'s,) is verder een
Ays te vinden met

| fplo) | < 28 glpey). - - - - (15)
S
Zetten we nog my, = I1 ?2;", dan is wegens (14) en (15)
=1

lfm) | £ 3ot (k=1,...,L). . . . (16)

De getallen i, ..., m; zijn bovendien twee aan twee

onderling ondeelbaar, zoodat (16) in strijd is met de be-

wering aan het begin van dit bewijs. Hiermee is (13) bewezen.
Tenslotte is voor iedere #:

[fm) | = Hg(:b) =y

want voor alle p is g(p) = 1.

Hulpstelhng 3. Zijn m en n natuuwrlijke gemllen en is m
even, dan is e minstens één vestklasse x mod n met (x,n) = I,
(m+ %, m) = 1.
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Bewijs. Het is voldoende dit te bewijzen voor het geval,
dat % een macht van een priemgetal is: # = p%. Dan voldoet
minstens én van de waarden x =1 of x = 2.

Hulpstelling 4. Is € > 0, © een even verschuivingsgetal
bij &, zijn a en x natuurlijke getallen met (a, P) = I en (a, x)=1,
dan 1is

| f(x + az) —[(x) | = B~

Bewijs. Zij & een van ¢ onafhankelijk positief getal en
7,* een verschuivingsgetal bij ;. We splitsen in 7,* alle niet
op a deelbare factoren af: 7,* = 7,7,, waarin (7, @) = 1 is,
terwijl 7, uitsluitend priemfactoren van @ bevat. We kunnen
nu een natuurlijk getal z bepalen met
(2, aPx(x+ar)) =1, (zx+7, @) =1, za=—1 (rlP),} (1

0 < 2 = anyPx(x + a7). ' 7)

Dit zien we als volgt in. Wegens (2, x) = 1 is er een ¥y
met xy = 1(a). Volgens hulpstelling 3 is er, daar yr even
is, een getal z; met (7, @) = I en (3, + y7, @) = 1. Uit de
laatste - relatie volgt verder (xz, + xyr, a) = 1, dus
(%2 + 7,2) = 1.

We bepalen nu een getal z; met

n=z (a), na=—1 (7,P).

Dit is mogelijk, daar (@, 7,P) = 1. Uit (2, 4) = 1 volgt
bovendien dat (z;, a7,P) = 1. Er bestaat dus een getal z met
2= z(arP), (7, 2(x + a7)) = 1, 0 <z < av; Px(x + a7).

Gemakkelijk gaat men na, dat deze z aan (17) voldoet.
Zetten we za = b7;P —1, dan is

o<b=2%(x+at). . . . . . (18)
Aangezien (z, ¥+ at) =1I en (z, x) = 1, is

L@ (5 + az) — fx)] = [f(zx + za7) — f(ax) |.
Verder is wegens (2, P) = 1: | f(2) | = 8 (Hulpst. 2), dus
| Hat-a7) —f(x) | = | fax-+bwPr—1) — [ (25 + b7, P7) | +
+ 87| fax + bzPr) — f(ax) | (19)
De eerste term van het rechterlid is, daar 7 verschuivings-
getal bij ¢ is, < f~%. Voor de schatting van de tweede term
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merken we op, dat (a, P) =1, (2, 26) = 1, (¢, 20 + by P7) = 1
(want b7,Pr = zaz + v = 7(a) en (2,2 + 7) = 1). De priem-
factoren van 7, zijn alle op @ deelbaar, dus ook 7, is met
Pzx(zx 4 b7, P7) onderling ondeelbaar. Ergo | f(1,) | =8 en

a2+ bflg) —ex)| = 7 flaxty + b7y *Pr) — flaxm,) | =

S 2 | flaxmy -+ kry* ) —f(axry + kot —1*) | < BDPre,.
k=1
Uit (19) en (x8) volgt nu
| (2 4 at) —f(x) | = B~ + 26~2a%%(x + av)Pre,.

Daar 28-2a%x(x + at)Pz niet van ¢ afhangt, volgt hieruit
het gestelde wegens de willekeur van e,.
Hulpstelling 5. Bij iedere ¢ is er een getal v 266, dat alle

getallen v, 27, 37, ... verschuivingsgetallen bij ¢ zijn (m.a.w.
{ is grensperiodiek). Een T met deze eigenschap noemen we een
e-pertode.

Bewijs. Zij 7’ een verschuivingsgetal bij 3¢, dus 7, = 27’
een even verschuivingsgetal bij 1ef. We zullen nu bewijzen
dat voor alle ¢ en x geldt (v = 27,)

[fe+or) —f@) | Se. . . . . (20)
Zetten we n = P(x - 2c7y)x, dan is er volgens hulpst. 3
een bmet (b,n) = 1, (b + 2¢,n) = 1. We passen nu tweemaal
hulpst. 4 toe:
| flx + 2673 + b7) —f(x + 207) | < B e = fe.
en | f(x + (2¢ + b)7) —f(x) | = e
Uit deze ongelijkheden volgt (20).

Hulpstellihg 6. Is 0 < & <1, en 7 een e-periode, dan be-
staat ev eewn restkavakter v mod T 200, dat er bij elke &' > o
een Q = Q(&') te vinden 1is, waarvoor gelds

[7(y) —vy) | <& voor alle y met (y, Q7) = 1.
Bewijs. Daar 7 een e-periode is, is voor alle y met y = 1(7)
) —1]l<e<r
Verstaan we onder Log f(y) de hoofdwaarde van de log,
en is y; =y, = 1(7), (¥1, ¥5) = I, dan geldt
- Log f(y1) + Log f(ys) = Log f(yye) (mod 2ni).
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Wegens | Im Log f(y)| < d# voor y=y;, y=y, en y=y1y,,
volgt hieruit
Log j(y,) + Log jiys) = Log fya) - - . (21)
Zij nu y de bovenste grens van de getallen Re Log f(k7+1)
voor k=0, 1, 2,... en Q; een getal met Q, = 1(7),
Re Log f(Q) > y— 3¢ (¢ =log (x + §&'B)). Voor y =1(7),
(v, Q;) = 1 geldt nu wegens (21)

Re Log /(y) = Re Log {(Qw) —
—ReLog f(Qy) <7 —y + $" ="
Op dezelfde manier bepalenvwe getallen Q,, Q,, Q,, 266 dat
Re Log f(y) > —4¢” voor y =1(z), (y, Qa) =1,
ImLogf(y) <% wvoor y=1(7), (y, Qa) =1,
Im Log f(v) > — &' voor y =1(z), (y, Q) = 1.
Zetten we nu Q(&') = Q = 0,0,040Q,, dan is voor y= 1(7),
¥, Q) =1 .
| Log {(y) | < &”,

L) —1] < 38 (22)

Is vervolgens x; == %,(7), (%5, 1Q) = (%, Q) = I en z een
getal met 2x; = 2%, = 1(7), (2, %%,PQ) = 1 (P heeft de be-
teekenis uit hulpst. 1), dan is

() —F ()| =77 () —F(2xe) | <B7'.2 . §e'B = &' (23)

Zij nu (%, 7) = 1, en %, %y, X3, ... €en Tij twee aan twee
onderling ondeelbare getallen uit de restklasse x mod 7, dan
is er bij iedere &’ een # aan te geven, z66 dat voor 7 > #,
i > n geldt (x;, Q")) = (¥; 7Q(") = 1, dus

() — Fly) | <&
Volgens het kenmerk van CAuCHY bestaat dus lim f(x;);
deze limiet noemen we y(x). Gemakkelijk ziet men in dat
p(x) alleen van de restklasse van x mod = en niet van de

keuze van de rij (x;) afhangt. Toepassing van (23) levert

| F(x) —p(x) | <& voor (x, 7Q(e)) = 1.

zoodat
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Uit (22) blijkt 9(1) = 1. Zetten we nog p(x) = o als
{#, 7) # 1, dan behoeven we nog slechts aan te toonen dat
w volledig multiplicatief is. Zijn %, en x, beide met 7 onderl.n
ondeelbaar, dan zijn er getallen y;, y, met (y;, ¥) =
91 = %1(7), Y2 = %a(7), (e, Q1)) = 1, dus

L) —vl) | = ¢
[ F(ya) — i) | = ¢,
[ FOrye) — plaams) | = &

Wegens f(yyys) = f(¥)f(ys) en de willekeur van & volgt
hieruit p(x,%,) = p(x1)p(%s).

Hulpstelling 7. Het product der pmemgetallm P die aan

lim inf [ ™ | = 0 voldoen stellen we door P* voor (dus P*|P).
7”—> 0 .

Dan geldt:
1°. Is (¢, P*) # 1, dan s lim f(c") = o.
n—>®w
2°. Is (c, P¥) = 1, dan bestaal
i 167
im
-0 f( n)

Stellen we deze limiet door y(c) voor, dan bestaat ook
Uim f(c®)y(c)~" en is #o0.

n—> 0

Zetten we nog x(c) = o als (¢, P*) # 1, dom is y een vest-
Earakter modulo een getal N, dat de priemfactoren van P* en
geen andeve beval.

Bewijs. Zij weer 0 <& <<I en 7 een &-periode; ¢ en 7
blijven in het volgende vast. Vervolgens is &, een positief
getal waarover later nog kan worden beschikt; Q = Q(e;) een
daarbij volgens hulpst 6 behoorend getal en 7, een e;-periode.
We zetten

en 1s 7 0.

S
= .Hlp::-' en ko= Max 4,
i=

Sis
Bij teder natuurlijk getal ¢ bestaat er nul ;e; Z met (b, TQc) = Len
ek = kb (7y) voor k Z kyenn =0,1, 2, (24)
Bij iedere ¢ (1 <% <'s) is nl. de congruentie
okt = ok, ()
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oplosbaar met niet door $; deelbare b, (als c £ 0(p;), danisdit
een eenduidig oplosbare congruentie; als p;/c dan voldoet
b; = 1 wegens k2 = A;). Er bestaat nu een b met
(0, 7Qc) =1 en b=Db,(pk) (T <i<s).
Deze b voldoet aan
ekl = ¢*p (1y).

Door iteratie verkrijgt men hieruit (24).
‘Aangezien 7; een g-periode is, geldt
[ HE™) — (k) | < g (R kyy =0, T, 2,...).

Daar (b, ¢) = 1 1is, is f(c*b”) = f(c*)f(b"). Verder is volgens
hulpst. 6 | f(8") — (") | < &, dus

| Fe4m) — [ F)p(0") | =& + ey (B =k m 2 0). (25)

1°. Is (¢, P*) % 1, dus liminf f(c*) = o, dan is er een
f—> a0

By = ky met |f(c®)]| <eg. Uit {25) volgt nu dat voor
m = Max (R, &y) geldt | f(e™) | = 26; + ag;. Daar g wille-

keurig is, levert dit lim f(¢*) = o.
n->o

2°. We bewijzen eerst, dat er positieve getallen %)’ en
0 bestaan met
[fe®) | >6 .. . . . . . (20)

voor alle £ = %)’ en ¢ met (¢, P¥*) = 1. We passen daartoe

hulpst. 2 toe: is P=P* [I p, en c = ¢, II p¥+ met (¢, P) =1
i=1 i=1
{de p; hebben een andere beteekenis dan aan het begin van
dit bewijs), dan geldt | f(c,) | = f. Daar de p; niet deelbaar
op P* zijn, is lim inf [f(yﬁi”) | > o; bij elke ¢ is er dus een %;
7> W0

en een ;>0 z66 dat |f(pF)| > d; voor B =k, Met
Ry = Max k; en 6 = $4,...d, is nu aan (26) voldaan.
1=i=r
Uit (25) volgt nu voor (¢, P*) =1 (# = 1):
fle*) alf+a) '
0| < " (k= Max (ko &) - (27)

Hierin hangt b nog van 7, dus van ¢ af. We hebben echter
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p(®)?® = 1 (¢ is de indicator van EULER). Is nu

é . s s
& < ————, dan is (b)) wegens (27) eenduidig bepaald
x + 2)g(7)
en hangt uitsluitend van ¢ af. Zetten we nu g{c) = ¢(?)

((¢, P*) = 1), dan volgt uit (27) onmiddellijk

. ]‘(Ck+1)
lim ——— = »(c);
we merken hierbij op dat het rechterlid een eenheidswortel is:

x(c)(p('t) - I, »
Voor voldoend kieine & is in (25) 9(b) = %(c), dus voor

voldoend groote &
| HeFmg(e) 7+ — )z O)F | <elt +a) (v =0).
Volgens het kenmerk van CAUCHY bestaat nulim f(c®)x(c)~™ %).
’ . n-> 0
Nemen we g(¢) = o als (¢, P*) 5% 1, dan is yx(c) multipli-
catief, aangezien f dat is. y(c) is echter ook volledig multi-
plicatief, want als (p, P¥*) =1, danis m =1, 2, 3,...)

e fm
") =
—tim SO LET) ey,

nf (PP L e f(P™™)

Om de periodiciteit van yx(c) te laten zien, nemen we weer

g < en beweren dat dan P*z, een periode van

6
(@ + a)p(7)
% is. We kunnen volstaan met voor (¢, P¥*) = 1 te bewijzen
z(c + P*z;) = g(c). Gemakkelijk ziet men in dat aan 0
ook nog de beperking (b, ¢ + P*7;) = 1 kan worden opgelegd.
Daar b ook voldoet aan

(¢ + P¥z)*tn = (¢ + P*7)%0™ (mod 1) (k = ko, # = 0),

geldt (24), dus ook (24) zoowel voor ¢ als voor ¢ 4 P*z,.
Aangezien, zooals eerder opgemerkt werd, y(b) eenduidig

1) Deze limiet is niet nul, want anders was er een p met pfc en
liminf | f(#%) | = o, dus p/P*, in strijd met (s, P*) = 1.
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bepaald is wegens de aan ¢, opgelegde restrictie, is y (c+P*71,) =
= y(b) = y(c). Hieruit volgt dan y periodiek is mod P*z,.

Laat nu N de kleinste positieve periode van y zijn. Alle
priemifactoren van N zijn dan op P* deelbaar: Was nl.
(p, P*) =1 en p/N, N = N'p, dan was voor alle x (x(p) is
een eenheidswortel!) ‘ .

2%+ N') —x(%) = x() (x(xp + N) —x(»p)) = o,
zoodat N’ ook een periode zou zijn, in strijd met de minimaal
eigenschap van N. Omgekeerd volgt uit p/P* steeds p/N:
Was zulks voor een p/P* nl. niet het geval, dan was er een
a met ap =1 (N); %(p) = 0 en (1) = 1 leverden dan een
contradictie.

Ergo: x(c) is periodiek mod N, volledig multiplicatief en
dan en alleen dan = o, als ¢ met N onderling deelbaar is;
y is dus een restkarakter mod N. Hiermee is hulpst. 7 volledig
bewezen. ,

Hulpstelling 8. Er bestaat een Qy, 260 dat (G (m) =y (m)f(m))

| G(y) —1 | < § voor alle y met (v,Q,) = I.

Bewijs. In het volgende hebben &, 7 en y de beteekenis
uit hulpst. 6 en blijven vast. Voor ¢’ nemen we een positief

: I
getal < .
49(7)
Volgens hulpst. 6 geldt als (y, 7Q(¢")) = 1 is:
| 20 (%) — 2@)ep ()| S ¢ voor alle k zo. ., (28)
Onderstellen we (y, N) = 1, dan bestaat volgens hulpst. 7
klixi 2 (y*) = U(y); voor voldoend groote k is dus
—

| 20 ) — L) | < ¢,

dat . -
70 1) — () | < 2¢’ <

I
7 29(v)’

Hierin is z(y) v(y) een g(r)-demachtseenheidswortel, zoo-
dat x(¥)w(y) = 1 moet zijn. Nu levert (28) het gestelde

(8 =1, Qo = NQ()7).

Ter voltooiing van het tweede gedeelte van het bewijs
van de hoofdstelling behoeven we nog slechts te laten zien

dat X b(p) convergeert.
(p,N)=1
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Bij iedere p met (p,N) = 1 kunnen we wegens de defi-

nitie van b5(p) €en A bepalen met
| G(ph) — x| > $b(p).

Uit de divergentie van X b(p) zou volgen, dat er priem-
getallen py, ..., P, zijn ((p;, QN) =1 voor i=1,...,s;
Q, heeft de beteekenis van hulpst. 8) met

| Log G(pil) + ...+ Log G(pj}s) | >logz. . . (29) .

Wegens hulpst. 8 is, als (5, Qo) = (V2 Qo) = L,
Log f(y1) + Log /(ys) = Log f(y1ya)
(vgl. het begin van het bewijs van hulpst. 6). Nu levert (29)
| Log G (ph ... phe) | > log 2,
in strijd met hulpst. 8.
(Ingekomen 29-9-'43).
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REIDEMEISTER doet een — m.i. geslaagde — poging, langs den
door PLATO zelf aangewezen weg, d.w.z. uitgaande van de wis-
kunde, de strekking van de platonische dialectiek te benaderen.
De wiskunde heeft bij de vorming van den a.s. philosooph tot
taak, zijn blik af te wenden van het zintuiglijk waarneembare
en dien te richten naar het intelligibele, naar het zijn. De wiskunde
echter geeft geen rekenschap van het zijn van het intelligibile,
maar leidt de eigenschappen daarvan uit hypothesen af. Zij be-
hoeft dus een aanvulling,/die de dialectiek bedoelt te leveren.

Van deze dialectiek bézitten wij belangrijke specimina in de
dialogen ,,Parmenides” en ,,Philebus”. Aangezien PLATO de
contradictie als kenmerk van niet-zijn beschouwt, moet van deze
dialectische fragmenten een niet-contradictore interpretatieworden
gegeven. Volgens REIDEMEISTER is de strekking van den ,Par-
menides’’ en va_n een deel van den ,,Philebus” kritisch: bepaalde
formaliseeringen worden verworpen (voorbeeld: volgens PLATO
is alle kennis kennen van een zijn; d.w.z., kent men een ware
bewering f(a) over een object 4, dan kan men concludeeren,
dat @ is; nu kan men over het niet—zijn'niet spreken; immers,
wit ,,7 is'niet” concludeert men: ,,» is”’). In een ander deel van
den ,,Philebus” geeft PLATO een positief ontwerp voor de leer van
de gemeenschap der ideeén. In haar positief aspect wil de dialectiek
een strenge, formeele dialectick opbouwen, die berust op de grond-
stelling, dat alle kennis kennis van zijn is; door deze grondstelling
onderscheidt ze zich, zoo meent REIDEMEISTER (fn.i. ten onrechte)
~van de moderne mathematische logica; een bewijs van die grond-.
. stelling, een bekeering van hem, die aan het zijn, aan het goede
twijfelt, mag men van haar niet verwachten.

Het voortreffelijke boekje zou — i.h.b. voor mathematici —
sterk dan leesbaarheid hebben gewonnen, als de geciteerde plaatsen

waren afgedrukt en toegelicht.
E. W. Beth,




