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I

1 . Inleiding .

1 .1 Doelstellingen .

1 . Inzicht krijgen in de problemen die optreden bij kromlijnige

elementen .

2 . Het ontwikkelen van een dergelijk element en wel zodanig dat

dit ingepast kan worden in de bestaandd programma's .

3 . Het vergelijken van dit element, hoofdzakelijk met betrekking

tot de benodigde rekentijd en de nauwkeurigheid, met verge-

lijkbare ASKA-elementen en elementen die reeds ontwikkeld

zijn in de groep .

4 . Conclusies met betrekking tot de bruikbaarheid van het element

op grond van de onder drie gevonden resultaten .

ad .1 : enkele voorbeelden :

i : geometrische problemen :

a . ligt door de keuze van de knooppunten de contour hele-

maal vast .

b . kunnen er overlappingen optreden Xof gaten ontstaan) met

buur-elementen .

c . wat is de vorm van de contour .

d . kunnen er overlappingen in het element zelf optreden .

ii : In onze berekening maken we gebruik van het principe van

minimale potentiéle energie . Bij het afleiden van de stijf-

heidsmatrix gaan we uit van een uitdrukking van de elas-

tische vervormingsenergie per volume-eenheid . Deze uitdruk-

king moeten we integreren over het volume (bij constante

dikte van het element over het oppervlak) van het element .

Daar de integranten ban deze integralen een niet al te fraaien

vorm hebben, zijn we aangewezen op numerieke benaderingsnunethoden .

Welke methode moeten we kiezen opdat de resultaten

a . voldoende nauwkeurig zijn .

b . deze resultaten binnen een geschikte tijd berekend kunnen

worden .

Deze en andere problemen zullen in het rapport ter sprake komen .
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ad 2 . Het ligt voor de hand (b .v . in verband met ad 1 ii) dat

de berekening van de stijfheidsmatrix van een kromlijnig

element meer rekentijd vergt dan de berekening van de

stijfheidsmatrix van een element met rechte randen . Er be-

staat dan ook heen behoefte aan het gebruiken van een krom-

lijnig element op die plaatsen waar een rechtlijnig element

gebruikt kan worden. Is de contour van een construc3rie

ergens sterk gekromds en verwachten we daar spanningscon-

centraties of is daar de constructie belast door een ver-

deelde belasting, dan zouden we geneigd zijn ter plaatse

kromme elementen toe te passen, terwijl we de rest van de

constructie zullen schematiseren m .b .v . rechte elementen .

Zolang we niet de beschikking hebben over een krom element

zijn we in een geval als hiervoor geschetst, genoodzaakt een

zeer fijne elementenverdeling toe te passen om de contour

van de constructie voldoende goed te benaderen . We verwach-

ten, dat het gebruik van kromlijnige elementen een grovere

verdeling toelaat, en mogelijk tijdwinst oplevert .

Verder willen we voor het element in- en uitvoer facilitei-

ten construeren, zoals die reeds worden toegepast bij de

TRIM-3 en TRIM-6 elementen .

We willen een driehoekig element ontwikkelen, met zes knoop-

punten, waarvan de randen krom kunnen zijn en dat alleen in

het vlak belast wordt : TRIC-6

ad 3 . Het ASKA-programma systeem biedt ons een element dat verge-

lijkbaar is met TRIC-8 nl . QUAC-8 . Het is een vierhoekig

element met kromme randen en mogelijk variabele dikte .

QUAC - 8

met constante dikte i

De stippellijn geeft reeds aan dat we dit element kunnen

vergelijken met een TRIC-6 paar .
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I

1 .2 . Algemene procedure voor het bepalen van de stijfheidsmatrix voor

y

een in zijn vlak belast plaatelement .

We zullen in het kort beschrijven hoe we voor een element in zijn

vlak belast, komen tot de stijfheidsmatrix .

Het TRIM-6 element .

4.( 1 )~

De

U't

x

V4

Het element heeft zes knooppunten 1 t/m 6 . Knooppunt i heeft

coërdinaters (xi, yi ) met í= 1 . . . .6 .

De verplaatsing van knooppunt i in x-richting noemen we Ui, die

in y-richting Vi

De U en V noemen we de verplaatsingsvectoren .

totale

y

het accent betekent "de getransponeerde" .

verplaatsingsvector

U2V2 . . . . .U6V6J

Ut definiëren we als

x

Als verplaatsingsfunctie kiezen we voor ~ en voor V een interpolatie

polynoom met 6 mnbekende coëfficiënten (verplaatsingsparameters)

overeenkomend met het totaal aantal vrijheidsgraden van het element

(per knooppunt een vrijheidsgraad voor ~eanveen voor V) .

U = a 1 + a 2x + a3y + a4x2 + A5 xy + a6y2 1

V= a7 + a 8 x + a9y + a10x2 +a11xy + a12y2 J
(1)

U5
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Het dakje (f) wil zeggen : afhankelijk van de ~~

De verplaatsingsparameters al t/m a12 kunnen we opbergen in de

vectoren .

a2 . . . . .a6J en', a„

We definiëren de vector Pails

;- i = 1 ' x ' Y' x2 ) xY , Y2J

[a7 a8 a12]

zodat we voor (1) kunnen schrijven :
.. . .i~
U=P'lal

V =~~Ía2

II We moeten nagaan of deze verplaatsingsfuncties voldoen aan de

convergentie eisen .

1 . Is het verplaatsingsveld per element continu? Hieraan is voldaan .

2 . Is en blijft (na vervorming) de aansluiting met buurelementen

verzekerd?

Er zal blijken, dat het antwoord op deze vraag bij het

TRIC-6 element niet zo voor de hand ligt als hier .

3 . Is iedere starre verplaatsing voor het element mogelijk?

Ja, de constante termen a1 en a7 in U en V garanderen

een starre verplaatsing en de termen met a3y in U en~
a8x in V geven de moáelijkheid tot starre rotatie

.

4 . Is constante rek overal in het element moáelijk?

Aan deze eis is voldaan, omdat een lineair stuk in x en

is opgenomen .

Y

5 . Verder is het verplaatsingsveld per element voldoende vaak dif-

ferentieerbaar .

6 . Tenslotte worden de verplaatsingen in ieder punt van het element

éénduidig bepaald door de verplaatsingen in de knooppunten .

(2)

(3)

(4)
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III uit de continuiteit van de verplaatsingsfuncties volgt dat U = Ui

en V = Vi in knooppunten i(i = 1,2 . . . . . .6)

Dit levert een stelsel van twaalf vergelijkingen met twaalf onbe-

kenden als we de knooppuntsverplaatsingen bekend veronderstellen .

U=Ca1 en V=Ca2 (1)

Oplossen van a levert : (matrix C is voor het TRIM-6 element niet

singulier zolang de oppervlakte van het element # o)

al = C-1 U en a2 = C-1 V (6)

IV Bestaat het element uit isotroop, homogeen elastisch materiaal en

wordt het alleen in het vlak belast dan is de elastische vervor-

mingsenergie per volume eenheid als functie van de rekken en de

materiaal eigenschappen als volgt te schrijven :

U= E ~ê2 + 2 v e
0 2 (1 ~,~ x x

U
0

ê +Ê2+ 1 -v 2
Y y 2 ~ xy

Deze kwadratische vorm kunnen we schrijven als

E
= é

2(1 - v2)

I S s

met ê' = rÊx EY 9 xY

S r-, v

V 1

0 0
2

V Uit de elasticiteitsleer volgt het verband tussen de rekken en

de verplaatsingen :

e =
óu
Sx

(7)

(8)

(9)

Su + bàá

8y dx
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C
t

Hierin is C11 het eerste element van de eerste rij van de matrix C-1 .

Uit de definitie van de vector Pen (12) volgt dat :

B = o 0 1 0 0 0 2x 0 y 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 x 0 2y

0 0 0 1 1 0 0 2x x y 2y 0

-1 -1
C11 0 C12
0

0 Cli 0
-1

C16

-1 -1 -1C21 0 C22 0 . . . . . . . . . . . . C26 0

Q
-1 -1 -1C21 0 C22 . . . . . . . . . . . 0 C26

. . . . . .

C61 0 C62 0 C61 0

-1 -1 -1
0 C61 0 C62 0 C66

_1
0 . . . . . . . . . . . . . .C16

C-1
12 . . . . . . . . . . . . 0

0

VI Met behulp van (13) kunnen we de elastische vervormingsenergie per

eenheid van volume schrijijen als (zie (8) ) :

U-E U~ t~ Cro

2(1-v

2

)

- I i -

B' S B Ct Ut

(15)

(17)

VII Voor de rlt geldt :

U=~%~ Uo dx dy dz (18)

vol
el¢mtn{

VIII Nemen we aan dat de dikte van het element constant is en gelijk

is aan t, dan gaat (18), omdat alleen B een functie is van de

coórdinatea, over in :
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U = ~ U't Ct
Et if Bi ' i

(1-v2) OPP .
element

S B dy dx Ct Ut (19)

of

U = ~ UÍt Q Ut (20)

Waarin Q de stijfheidsmatrix is van het element .

,I-Q = C't '

¢/~ nt

S B dy dx ]
Opmerking : Het bepalen van de stijfheidsmatrix van het

kromlijnige element gebeurt op analoge wijze .

De Romeinse cijfers I t/m VIII geven de over-

eenkomstige punten aan .
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2 . Het verplaatsingsveld .

I 2.1 De elementgeometrie .

Overwegingen als onder 1 .1 leiden tot een elementgeometrie zoals

in fig . (3) getekend
y

knooppunt i heeft
A inate (xi yi ) ( i = 1 , 2 , . , . 6 ',94 grens 3,4,5 co- L 113

x f ig . (3) ''

In ieder van de zes knooppunten zijn er twee onafhankelijke ver-

plaatsingsmogelijkheden, zodat het aantal vrijheidsgraden 12 be-

draagt. Over de krommen, die de rand(en) van het element beschrij-

ven, laten we ons voorlopig niet uit .

Evenals op blz .(4) definiëren we :

U2 U61 verplaatsingsuectoren. (22)
V2 . . . . . V6]

Ut = [U1 V 1 U2 V2 . . . . .. U6V6~ (23)

Voor het bepalen van het verplaatsingsveld gaan we algemener

te werk : De meest algemene verplaatsingsfunctie is een inter-

polatieformule, die de verplaatsingen Up en Vp van de punten

p binnen het element en op de randen áitdrukt in de waarden

van U en V in de knooppunten :

~ = N1U1 + N2U2 + . . . . . . + N6U6 --==>U = NU

V = M1V1 ;+!M2V2 + . .,, . . + M6V6 ==>V= MV

; 1

Hiermee zijn de vectorfuncties N en 2 gedefinieerd .

N

LM1M2
N6. . . . .

. . . . . . M6J
>

(24)

(25)

Ni en Mi zijn nog onbekende functies van de coordinatettsx en yt
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II 2 .2 . Convergentie eisen .

In paragraaf 1 .2 hebben wij een verplaatsingsfunctie gekozen

en zijn onder punt II nagegaan of dit verplaatsingsveld vol-

deed aan de convergentie eisen . We gaan hier andersom te werk :

uitgaande van de convergentie eisen leiden we voorwaarden af,

waaraan de verplaatsingsfunctie voor het TRIC-6 element moet

voldoen .

Voor de verplaatsing in x-richting .

1 . De definitie van U eist : in knooppunt i is u = Ui zodat

Nj = 1 als j = il

Nj = 0 als j~ i

(i = 1,2, . . . . . . 6)

(j = 1,2, . . . . . . . 6)

2 . Opdat de verplaatsingen op de elementgrenzen alleen bepaald

worden door de waarden van U en V in de drie knooppunten die

de elementgrens definiëren, tagiet (zie fig . (3)) op de grens

(i, j,k) alleen %,* Nj en Nk ongelijk aan nul zijn .ï

2 .3 . Overgang op kromlijnig coórdinatenstelsel .

Om de Nj (en de Mj) zo te construeren leggen we een kromlijnig

co3rdinatenstelsel (Z,r1) aan en wel z6 dat

1e op de grens (1,2,3) geldt :

2e op de grens (1,6,5) geldt :

3e op de grens (3,4,5) geldt :

In de knooppunten 1 t/m 6 hebben ~ en n

knooppunt ~ n

1 0 0

2 0 1

3 0 2

4 1 1

5 2 0

6 1 0

(zie figuur (4» .

de volgende waarden :



y

x

In het(~, -q ) vlak kunnen we ons het element voorstellen als een

driehoek met rechte randen .

Hiermee zijn we weer op bekend terrein . Beschouwen we immers het

(E,rt ) vlak, dan zien we grote overeenkomst met het TRIM-6 ele-

ment . Het is duidelijk, dat we voortdurend rekening dienen te

houden met de transformatie .

2 .4 . De verplaatsingen in het nieuwe coórdinatenstelsel .

We definiëren nu de Nj en de Mj als functie van g enn . Daar we

wat betreft de verplaatsingen in ~ en rt richting over zes vrij-

heidsgraden ~heidsgraden beschikken, kunnen we voor U en V de volgende inter-

polatiepolynoom opstellen :

U = al *
a2 ~ + a3

1
+ a4~2 + a5 ~n + 'a6 n2

~= a7 + a8
6

+ a9r1 + a10~2 + all~n + a12n2

Evenals in (1,2) definiëren we :

P~= 2~n nl

a2 . . . . . . . . a6J

= Ca7 a8 . . . . . . . . . a 12]

zodat (27) overgaat in :

V

(27)

(28)

(29)

(30)
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3 . De transformatierelatie .

door de knooppuntscoórdinaten , moeten

Opdat het element in het'('~'t1)vlak volledig gekarakteriseerd is

we een interpolatiefor-

mule kunnen opstellen die de van elk punt van het

element uitdrukt in de coirdinaten van de knooppunten .

algemeen kan de transformatie er als volgt uitzien :

. . .. ~
x = Alxl + A 2 x 2 + . . . . . . . . .A6x6

y = Blyl + B2y2 + . . . . . . . . . B6y6

Ai en Bi zijn functies van ~ en ïm (31)

We kunnen weer eisen afleiden waaraan Ai en Bi moeten voldoen opdat

x = xi in knooppunt i en aansluiting met buurelementen gewaarborgd

is .

Voordat we deze eisen expliciet maken vestigen we onze aandacht

weer op de verplaatsingsfuncties . De convergentie (zie blz .(5) eist,

dat iedere constante rek (dus ook starre verplaatsing) mogelijk moet

zijn .

Zoals we zagen voldoet een lineaire verplaatsingsveld hieraan :

V=d+ex+ fy

U = a + bx +cy
. .

We hadden :

. . . . . . . . . . . .N2U2
N6U6+U = N1U1 +

. . . . . . . . . . .M
2V2

nE

M6V6+ tV = M1V1 +

en :functies van

We eisen nu dat ieder lineaire verplaatsingsveld niet beinvloed

wordt door de transformatie, dan zijn we immers wat de constante

rek betreft een goed stuk in de richting .

zodat :

aU = N6 U 6N2U2 + . . . . . . . +N1U1 +a t bx + cy

r.a + N1(a + bxl + cyl) + N2(a+bx2 + cy2)bx + cy + . . . .+ N6(a+bxó+cyó)

(32)

(33)

a + N2x2 +bx + cy = a(N1+N2+ . . . .N6) + b(Nlxl +x
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Opdat de identiteit aangegeven met (x) waar is moeten we stellen dat :

6
1) E Ni = I

i=1

2) x = N1X1 t N2X2 +

3) ;l=N1Y1 +N2Y2+

+ N6X6

N6Y6

Eisen we dit ook voor Vdan volgt Mi = N1 (i = 1,2, . . . . . .6)

(24) wordt dus : U= NU

V= NV

(31) gaat over in

}
X = N1X1 + N2X2 + . . . .

. + N6X6

Y = N1Y1 + N2Y2 + . . . . . +

definiëren we de vectoren~

dan is

X =~N~X
n

Y=N lily
n

x2 . . . . . .

Y2 . . . . .

I

N6Y6

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)
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III . We substitueren in (27) de knooppuntcoórdinaten (Z,n) met de

daarbij behorende verplaatsingen dan krijgen we een stelsel van

12 vergelijkingen met 12 onbekenden .

U1 == 1 0 0 0 0 0 0

U2 1 0 1 0 0 1

U3 1 0 2 0 0 4 0

U4 1 1 1 1 1 1

U5 1 2 0 4 0 0

U6 1 1 0 1 0 0

V1 1 0 0 0 0 0

V2 1 0 1 0 0 1

V3 ~ 1 0 2 0 0 4

V4 1 1 1 1 1 1

V5 1 2 0 4 0 0

V6 1 1 0 1 0 0

r_

" _j

cl

We schrijven dit als :

U = C al (40)

V=Ca2

Hieruit kunnen we de ai oplossen

al = C-1 U
_ (41)

a2 C = 1 V

0 0 0 0 0~ 0 0 0 0 0
0 0 0 -2, 21 0 1 0 0 1

1 0 2 0 0 4

1 1 1 1 1 1

1 2 0 4 0 0

1 1 0 1 0 0

2 -z 0 0 0

0 0 0 á -1

-1 0 1 0 -1
z-1 z 0 0 0



Met behulp van (30) en (41) :

U = P~' U-1 U

V = P ~' C-1 V

uit (36) en (42) volgt :

N
I
= P~ C-1

zodat :

N1 = I - 2 c 2 rt + z
E
2 + ~ n + z n2

N3 = -2 n + 2 n2

N4=~ n

N5 _
2

- 21 ~ + 21 ~

N6=2 E - 6 n -~2 .

6
Hieruit blijkt inderdaad dat E Ni = 1

i=1

Bekijken we b .v . de verplaatsingen van de elementgrens (3,4,5) dan

blijkt : dat daar geldti

of

N1 = N2 = N6 = 0

U = N3 U 3 + N4
U
4 +

N
5 U 5

V = N3 V 3 + N4V4 + N5 V 5

U = (U3) - (2U3 - 2U4 + 21 U5) ~ + (U3 - U4 + i U5) ~2

V = (V3) - (2V3 - 2V4)+ 21 V 5 ) ~ + (V3 - V4 + z V5) E2
~

(42)

(43)

(44)
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Wat betreft de verplaatsing als functie van ~

(iets dergelijks geldt voor U en V als functie van r1)

We zien hierin dat, wanneer D en V in de knooppunten 3 t/m 5 gege-

ven zijn, de verplaatsingen van de hele rand uitgedrukt worden

in die knooppunts verplaatsingen, onafhankelijk van de waarden van

U en V buiten deze rand .

Als functie van ~ ligt de vervormde rand volledig vast . Bekijken

we dezelfde rand maar nu behorend tot het buur element, dan vinden

we als functie van de overeenkomstige coórdinaat zeg E weer

precies dezelfde vervormingen .

Nemen we aan dat de transformatie

grond hiervan zeggen dat aan de compatibiliteit voldaan is .

We komen hierop terug in hoofdstuk 5 .

Het verplaatsingsveld en de transformatierelatie zien er nu als

volgt uit :

OP

Het verplaatsingsveld ziet er als volgt uit :

U = U1 - 2(3U1 + U5- 4U6) E - z(3U1 - 4U2+ U3) n+1 (U1 + U5- 2U6)9 2

+ (U1-U2+U4-U6)~ n + 2 (ui - 2U2 + U3)n 2

V = V1 - # (3V1 +V5-4V6)~- z (3V1 -4V2+V3)n+ 2 (V1 +V5-2V6) ~

+ (V1 - V2 + V4 - V6)En + z(V1 - 2V2 + V3)n2

De transformatierelatie :

X = X1 -2 (3x1 + X5 - 4X6)~ - z(3x1 - 4x2 + x3)n

+ (xl-x2+x4-x6)~
~ + " (xl-

x5 - 2x6)~2

y = yl -z (3y1 + Y5 - 4Y6)~ -12(3y, - 4y2 + y3)rt + z (yl + y5- 2y6)~2

+ (yl - y2 + y4; y6)Cn + Z (yl - 2y2 + y3) 'o

l
2 J

Opmerking : We veronderstellen verder dat de transformatie zo is, dat

bij ieder punt (g,n) één en niet meer dan een punt (x,y) hoort en om-

gekeerd in de voor ons interessante gebieden . In hoofdstuk 5 komen we

hierop terug .

2

(45)

(46)
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4 . Berekening van de stijfheidsmatrix .

4 .1 . De elastische energie per volume eenheid .

IV . Onder dezelfde voorwaarden als in hoofdstuk (1,2) kunnen voor de

elastische vervormingsehergie per eenheid van volume schrijven

(zie (8) ) :

I
=E 9 S êU0 2(1_v2)

V. Volgens (13) is

s= B Ct u t voor B zie (12) en (14)

Ct 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0-1

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

3 0•. , 0 0 0 0 0 0-Z 0 2 02
0 2 0 0 0 0 0 0 0-3 0 2

3 0 2 0 0 0 0 0 0 0 02

0 2

_~

3 0 2 0-2 0 0 0 0 0 0

Z 0 0 0 0 0 0 021 0-1 0

0 2 0 0 0 0 0 0 0 12 0-1

1 0-1 0 0 0 1 0 0 0-1 _ )0

0 1 0-1 0 0 0 1 0 0 0-1

3 0-1 0 2 0 0 0 0 0 0 0

0 Z )0-1 0~ 0 0 0 0 0 0

(47)

(48)

~,_,
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VI. zodat Uo = 2( Ut Ct B S B Ct ut

4 .2 De elastische energie per element .

VII U= fI/ Uo dx dy dz

vol element

Voor een constante plaatdikte t bedraagt de elastische energie per

element :

, , Et

VIII U=~ Ut Ct (1-v
2

of :

'U= á Ut Q Ut

ff :tsB
QI¢naient

(49)

B dy dx Ct Ut (50)

Q is de stijfheidsmatrix (51)

We bepalen eerst de componenten van de matrix B .

Pi = pi (x l y) terwijl x = x( E , r1)

y=Y(~, n)
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Voor de lezer is het"afhankelijkheidsschema" misschien een bruik-

baar hulpmiddel voor het bepalen van de differentialen :

Pi zodat : •IPi = ó-Pi

x y

x

9 n

of anders geschreven :

a IE
ax

a'~Z
07

i131x Z~,Y

al n 3 ',n

2k

0

lax + 3Pi aly

E :NY ~ olE

ay

~^a ~n ~~ ~~~~y T)

Hieruit volgt : ~P
ix

-41

=J-1

E

(53)

J

met J als functionaal matrix (Jacobiaan) van de transformatie .

uit vergl . (53) volgt :

a 1Pi = L 1 , ©,

aIx

api
el c

en ilapi
SE
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M .b .v . vergel . (52) en (46) bepalen we de Jacobi matrix .

~X=-z (3x 1 +x5-4x6) + (x1 + x5- 2x6)~ + (x 1 -x2+x4-x6) n =K

~ *` - 1 (3y1,+ Y5 - 4Y6) + (y 1 + y5 - 2Y6)~ + (Y I -Y2 + Y4 - Y6)n = L

1;X=_i~~n ~ (3xy - 4x2 + x3) + (xl - x2 + x4-x6)~ + (x1 - 2x2 + x3)n = M

~Y =_# (3Y -4Y+ Y)~ n 1 2 3 + (Y1-Y2+rY4-Y6)E + (Y l - 2Y2+ y3)n = N

De symbolen K, L, M en N voeren we enkel in voor het gemak en ook

voor de overzichtelijkheid van onze formules .

Nu is : J K L

M N

waaruit volgt J- 1 = 1

(56) -ij !
N -L

-M K

Met IJI ~ = KN - ML de functionaal determinant

Het zij opgemerkt dat K,L,M en N functies zijn van E en n .

uit (28) volgt :

V
2 = 1 ~~a P3 = 0 3'P4 = 2~ aP5 =n

1 ~ E 1 IgI~ 1 q~E álE

» 1=0 3P2= 0 3 p3 = 1 2I24= 0 ap 5= E
~ Y1 . :1 3,~n ~ a n' 1 an a„ '1

E] 0

ap6 = 2r)

(55)

(57)

M:b :t~ (58) en (54) kunnen we nu schrijven :
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P

P1 ',Y
[oi]

~

P3,x

P4,x
EE]

P5,x

P6,x

1

I lá I
[N

-L 0= 1 CM K] 0=0

K] 0 %J l~ 0
, ]

-L] 1 = N

Lol

-L

[N -L] [21 = IEN P4,y = -2~M

0 Jt ' 1 1

[N

[N
2n J FJ I

De matrix B~„,tavtdt dus :

0 0

-L] rn = TIN-EL P5 ,
Y

9 I Jl

P2,Y

P = K
3,y f~I

-L] rol = -2nL P6
Y0

N 0 -L 0 2 EN 0 f(nN- EE:) 0 -2nL 0

0 0 0 -M 0 K 0 -29M 0 (-nM+EK) 0 2nK

~ ~ ~ ,. .. .. ~ ~ ,.
0 0 -M N K -L -29M 2 EN (-nM+ EK) (TIN-EL) 2nK -2nL

Schrijven we hiervoor B = IJI

De stijfheidsmatrix wordt nu :

(Voor de transformatie van een oppervlakte elementje dy dx geldt

dy dx = IJI dn dg )

-L [01 = 1 rN -L] 0=0

K 0 ÍJ~ L 0
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__ Et C
Q (1-v2)

I

fi

Omdat de waarde van i 3 i

B' S

in ieder integratiepunt een bepaald ge-

tal is, niet gelijk aan nul, kunnen we een IJI in de noemer weg-

delen tegen de IJ lin de teller, zodat :

Q
Et

(1-v C I B' S B dE drt C (59)

~
Zie voor de matrix B' S B het uitslaand blad .
De eerste twee rijen en de eerste twee kolommen zijn nul .

Verder is deze matrix symmetrisch .

In deze matrix komen de volgende afkortingen voor :

g = 1 (1-v) en h = g + v



3 gm

5

-LN-gKM

6

vKN + gLM

7

2~N2 + 2g~M2

8

-2h~MN

4 M2 + gN2 vLM + gKN -KM - gLN t?2" :~, `s`
2~M2+2g~N2

5 L2 + gK2 - hKL -2ELN-2g~KM 2vELM

+2g~KN

6 K2 + gL 2 2vEKN+2g~LM -2EKM

-r2gELN

7 4~2N2+4g~2M2 -4h~2MN

8 4E 2M2
+ 4gE 2N2

9

10

11

12

3 4

N2 + 2 -hMN



! f d

9
nN2+gnI~2-g LNTUKM

10
-hnM, + vCKN +, gE LM

11
-2n_LN - 2gn-KM

12
2vnKN + 2gnLM

-hnMN +v~LM + gEKN nM2 + gnN2 -~KM-g~LN 2vnLM + 2gnKN 2nKM - 2gnLN

-nLN - gnKM +9L2 + g~K vnLM + gnKN - hM 2nL2 + 2gnK2 2hnKL

vn KN + gnLM - hEKL -nKM - gnLN +EK2+g~L2 -2hnKL nK2 + 2gnL2

2~nN2 + 2g~nM2 - -2h~nNM + 2vE 2KN+2g E 2 -4~nLN - 4gEnKM v~KN + 4g~nLM

2~2LN - 2g C2KM

-2h~nNM+2vE2LM+2g~2KN 2~nM2+2g~nN2 4v~nLM + 4g~nKN 4~nKM - 4g~nLN

- 2~2KM-2g~2LN

n2N2+gn2M2+~2L2+g g 2K2 -hn2NM-h~2KL -2n2LN - 2gn2KM vn2KN + 2gn2LM

- 2~nLN-2g~nKM +h~nLM+hEKN + 2EnL2 + 2g~nK2 2h~nKL

n2M2+gn2N2+~2K2+g~2L2 2vn2LM + 2gn2KN 2n2KM - 2gn2L
a

-2~nKM - 2g~nLN -2hEnKL +2~nK2 + 2gEnL2

4n2L2 + 4gn2K2 -4hn2KL

4n2K2 + 4gn2L2 .

~



4 .3 ; .~ ',N

4 .3 .1 . Inleiding .

I

We moeten nu de matrix B~S B integreren of liever de componenten

van deze matrix . Bekijken we zo een component, dan zien we, dat

de integraal er in het algemeen als volgt uitziet :

Pa+b~+cn +dg2+e~ ti +fn 2] dn d~

E =0 n=0 g + h~ +in + J~2 + k Cil + ln2

..
Hierin kan Peen van de volgende functies van E en i1 zijn :

constant,E, n, 92, ~r1 of n2 .

De rest van de teller stelt voor het product K xK of K xL etc .

terwijl de coéff . a, b enz bepaald worden door de knooppuntscoórdi-

naten en v (Poisson - constante) .

In de noemer staat de determinant van de Jacobiaan matrix . Het be-

hoeft geen betoog, dat analytisch geen oplossing gevonden kan wor-

den voor deze integraal . We zijn aangewezen op numerieke methoden .

Het rekencentrum (T .H .E .) biedt ons een procedure (zie R.Cb infor-

matie nr .4) "INTEGRAL", die echter niet zozeer geschikt is voor ons

doel omdat gebleken is, dat de rekentijd bij haar gebruik enorm op-

loopt . Het lijkt ons niet zinvol hier dieper op in te gaan daar dit

van de lezer enig inzicht zou vereisen in de werking van deze pro-

cedure . Volstaan wordt met de opmerking, dat bij toetsing van een

(tussen) resultaat aan de opgelegde nauwkeurigheid, een groot ge-

deelte van de informatie weer verloren gaat indien aan de nauwkeu-

righeid niet voldaan wordt .

Met andere woorden : Is een tussenresultaat berekend, dan wordt getoetst

of de afwijking hierin ligt binnen de opgegeven nauwkeurigheid . Is dit

niet het geval dan begint de procedure weer opnieuw en maakt niet meer

gebruik van reeds berekende resultaten (de procedure INTEGRAL maakt

gebruik van de regel van Simpson) .

25 . 26 .
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i=0 ;_n

fig . (5)

Zij f (x,y) twee maal continu differentieerbaar in

het gebied .

In overeenstemming met het voorgaande is :

h = n de stapgrootte, n het aantal deelintervallen .

2 c
x

I=/ f f(x,y) dy dx Cx = 2-x

x=o y=o

Passen we op de binneste integraal als trapezium-regel toe :

2 nx ~

z=~ h2x) E f(x,yj) + f(x>yj-l )~ -(~ 0) ~x f' (X~,n) dx
,
-

i X 12 yy~
x=o

met 0 ; n < cx

N x en h<x) zijn functies van x'' :

N = 2--~-x ' h((x) _
x ~x)

voor x 1 < X<X i+l

- ac met ki(x1i
n 1X .I

is : rIx = Nx
'7
. = 2 ~

x k
= N-i

Voor N = 6 zien b~ en Nx er als volgt uit :

zie fig . (6) op blz .(30) .
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We definiëren :

= h(x
) Nx

g(x) - 2 ~=1 {f(x'Yj) + f(x'Yj-1)}

g(x) is continu en 2 maal differentieerbaar in ieder interval (xi'xi+1)'

Wij kunnen voor I schrijven :

n
(
xi 2 2

I= E g(x)dx - c h(x)
fr r(x,n)dx .x 12 YY

h n h3 n
I= 2 E {g(xi) + g(xi_I)} -,1Z E
i=1 i=1

g(xi)

2
1 2 rr

xx(~í) j2 h (x)cxfYY(x,n)dx
0

~i is een waarde van x tussen xi en xí-1

h
2

nx .
---1 ~
~ [f (xi ) Yj) + f (xi, Yj-1) .I
j=1

nx
x i-1

g(xi_1) = 2 E ~-f(xi-1'Y') + f (xi-1) ,
j=I ~

Yj-I ) .I

h2 n n-i
I= 4 E C E{f(xi,Yj) + f(xi, Yj-1)} +

i=1 j=1

{f(xi_1)rYj) + f(xi-l j Yj-1)}I + R

(hierop is de procedure DUBBELTRAP gebaseerd) met

R =
3 n

- h l2
s

grr(~i)
í=1

i h2(x)cx fYY(x,n)dx
.

0

4 .3 .3 De orde van de fout .

Als x s

X

i9 x i+ 1dan is :

(2-x .)'~
nx = nxi = h 1 = n-i en h(x) = nx~

i
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h (x)
2

nx .
1 r, „

1 E
gxx(x) (2-x) 2 nxi j=1 {fxx (x'yj) + fxx(x'yj-1)} -

1 nxi , ,
- 2 2 nx E {fx (xgYj) + fx(x,Yj-1)}

i j=l

h (x)
2

nx .
1

j=1 {f(x'yj) + f(x, yj-1)}

nx .
1 „ „

E {fxx(x,y .) + fxx(x,yJ. _ 1)} -
j=1 J

nx .
_ 2 h(x) 1 ' '
2-x 2

E { fx (x, Yj) + fx(x ,Yj-1)}
j=1

Als fxx niet te sterk verandert binnen` O,CX dan is dit een goede

benadering voor l.

(Cx=2-x ÍCx=2-x
, ,

gxx(x) i

, ,

fxx(x,Y) dy -
2

2=x
fx(x,y) dy

0 0

hieruit volgt als fxx(x,y) continue is binnen het gebied dan is g(x)

begrensd :

h3
R = - 12

R =
h2
12

n (2

g (Ei) ,~-

0
h2(x)Cx fYY(x,n)dx

J 2 11 gxxQi).h} - h2(x)Cx fyy (x , n)dx

0

Dit kunnen we benaderen door :

2
, ,

9 xx (x)dx - I' h2(x)Cx fYy(x,fl) dx
.
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Omdat
gxx

(x) begrensd is, is

2
1h2 1'

zodat 12 gxx (x) dx~
0

,< h2
I MI

Q

(x) dx ook begrensd .

verder is fy' y (x,y) begrensd en IK(x) 14 %

derhalve is

~
/2 hi(x) (2-x) fYy

0

dus is

1 R/

met andere woorden

R is van de orde h~ .

? -

J (2-~) fxx QY~rt) dx < Nh2

1r

n (x) voor n=6

,
~
~-x

h Kx) voor n = 6

o`~

n(2c ) = ~ fig•(6)
2

NXI

t x

N (~i) = 2 -- ~.~i .'~4 - N - i _h,~~xi



31 .

4 .3 .4 . Een ander integratie proces en foutschatting .

Een andere benaderingsmethode voor de berekening van een integraal

over een driehoekig gebied, is het vermenigvuldigen van de gemid-

delde functiewaarden

driehoek .

h2I1~6 (f(0
, 0) + f(h'0) + f(O,h) + R1

1 2 =P ( ih)2 (f +f +f +3f +
6 (0,0) (h,0) (Oh) (~h,0)

+ 3f ( Jh ,,Jh
) + 3f (0,~h))+ R2 etc .

fig . (7) ,

De orde van de fout kunnen we afleiden uit numerieke resultaten

van In . Is de fout van de vorm R= CJ, (orde hp) dan is :

(1) Ih + Chp + 0(hp+1) +

(2) I~h = I +C.(2)p + 0(hp+l) +

(3) Ith = I +C(4)p + 0(hp+l) +

Met verwaarlozen van hq met q > p volgt voor de deferenties :

(1) - (2) : Ih - IJh = Chp j 1 - (z )p ~

~ ~h _ ~.~1i
(2) - (3) : I~h I4h = C(~)p 1 - (~)p I~h - Iih

2 4

Passen we dit toe op een voorbeeld waarbij de "dubbele trapezium-

regel" is gebruikt b .v. 184 - 6 - 10272

I2h 2 0 0 0 0>0 1 0 0 0

Ih 2 1 0 0 0>0 0 2 5

I#h 2 1 2 5 0>0 0 0 6

~

Tt ~ 1 ~ 1 7

p '

in de hoekpunten met de oppervlakte van de

0
Ih-Ih . 4 - 22
T - I 2
Jh th = 4

~- U U U I b-~ ° 4

2 1 3 2 8>0 0 0 0
2 1 3 3 2

4
2
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Uit soortgelijke resultaten blijkt, dat de laatstgenoemde integra-

tie -methode eveneens van de orde h2 is .

Verder volgt uit (1) en (2) dat, als p = 2, geldt :

Rh = 4 R ~h
~

We kunnen schrijven :

I = I + R
n n

I2n+ 2n
R I2n 2n

p = 12n _ In + R2n -Rn

In de procedure DUBBELTRAP

gebruiken we deze laatste formule als schatting voor de fout .

Uit numerieke resultaten is gebleken dat beide integratieprocessen

ongeveer dezelfde convergentiesnelheid hebben .

Rekening houdend met de afgeleide fout

schatting volgt :

I I2n + 3(I2n In) + R2n is een nog betere benadering voor I .

Voor de trapezium regel met één variabele geldt nu dat R2n van de

orde h4 is .

I= In+Rn Rn= .. . .
I - II

I _ I2n+ R2n 2n
chp = I R2p n

R2n = 2n n

2p - I

Herhalen we dit proces dan kunnen we voor betrekkelijk kleine waar-

den van n een grote nauwkeurigheid bereiken :

I i3 i_ I
32 i

Ob
2 I

q~~ Olh~ OIh16 D~2
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Wil dit zin hebben dan moet f(xl) voldoende vaak differentieerbaar

zijn .

Experimenteel kunnen we nagaan of dit ook geldt als f een funktie

is van twee variabelen . We zullen hier echter niet op~ingaan .

5 . De een- eenduidigheid en het op zijn van de transformatie .

Het gebied in het (~,rt) vlak begrensd door de coórdinaatassen en

de lijn n o2-~noemen we G . Het gebied in het (x,y) vlak bepaald

door het element noemen we H .

fig .(8)

Via de transformatierelatie F (zie blz .(19) wordt ieder punt van

G afgebeeld in H .

Omdat F een continu functie is in ~ en n nl . : een polynoom van de

tweede graad in Z en n, hoort bij ieder origineel a (uit G) één

en niet meer dan een beeld b in H.

Derhalve is F een afbeelding in de zin van lit . [3]
Met uitzondering van de knooppunten worden de elementen van H bepaald

door de afbeelding F . Derhalve hoort bij ieder element van Ii op z'n

r;Linst één element van G .

Daarom is F een afbeelding van G o.Z H.m.a .w. bij de overgang van G

naar H komen er geen gaten in H .

Voordat we ingaan op de een eenduidigheid van F1 onderzoeken we

hoe de rand van G getransformeerd wordt .
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5 .1 . De randen van het element .

---41~ -- -4---- fig. (9)

Voor de grens ( 1),(2),(3) : ~= 0 0< rl < 2 gel <k t : (zie form (46) .

F1,2,3 : x= x1 - 2 (3x1 - 4x2 + x3) T1 + z (x1 + 2x2 + x3) n2
I B --1

Y = yl - 3 (3y1 - 4y2 + y3) n+~ (Y1 - 2Y2 + y3) n2

~ C ~

B= 2(xl - 2x2 + x3) C = z(Y1 - 2y2 + y3)

Kijken we naar de coëfficiënt B dan zien we dat B = 0 wordt als

x2=0 en Ix 1, = - Ix3lm.a .w. als de oorsprong van het x,y assenkruis

ligt in het midden i van de verbindingslijn van de knooppunten (1) en

(3);en als de y-as door het knooppunt (2) gaat .

Hoe de punten (1), (2) en (3) ten opzichte van elkaar ook liggen,

steeds bestaat er zo een assenkruis .

x

Het zij opgemerkt, dat B ook gelijk

is aan nul in ieder ten opzichte

hiervan getransleerd assenstelsel .

fig . (10) ;

N.B . De ligging van het assenkruis heeft geen invloed op de vorm

van de elementgrens .

We kunnen nu schrijven :

x=x1 -xl Ti

y = y1 - (y1 - 2y 2)n - Y2 r]
2 }
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x3 = -x1 x2 = 0

y3 Y1

=> y= y2 + X1 x- y2 ', x2 (60)
1 x1 '

of

y= C1 + C2 (x + C3)2

Met : C1 = Y2 + '4YZ
~

4"y2

C3 =

-Y2

K1

-Y1

2Y2
X1

rl = -x+1 (61)
x 1

Hieruit blijkt dat deze elementgrens in dit

cogrdinatenstelsel getransformeerd wordt in

een parabool die volledig bepaald wordt door

door de drie knooppuntscmórdinaten op deze

grens .

De vorm en de ligging van de grens is dus

volledig bepaald .

De transformatie van deze grens is derhalve

één éénduidig .

Willen we deze grens beschrijven in een wille-

keurig rechthoekig assenstelsel, dan kunnen

we deze laatste transformatie beschrijven m .b .v .

een lineaire transformatie n .l . een rotatie

en/of een translatie . Deze laatste transformatie

beinvloedt de één-éénduidigheid niet, zodat

de totale transformatie van deze grens weer~,,

éénduidig is .

Voor de top :

dy = 0= y 12y2- xdx x1 ~ top

xtop = x1y1

2y2

y = + 2
top y2 y1

Y
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Uit de form .(44) blijkt, dat geen moeilijkheden optreden indien

xl naar nul gaat m.a .w . indien knooppunt 2 in de buurt ligt van

de verbindingslijn van de knooppunten 1 en 3 .

Er geldt immers 11 < xl .

Indien Y2 naar nul gaat ontaardt de parabool in een rechte . Voor

de andere grenzen geldt een dergelijke redenering . Zo zien we,

dat de grenzen van G stuk voor stuk één êénduidig getransformeerd

worden baar de grenzen van H .

Toch kunnen zich moeilijkheden voordoen wat betreft de een eendui-

digheid van de hele rand . Dit hangt af van de onderlinge ligging

-der knooppunten.

y

5 I' `'\ fig. (11)

x

Weliswaar wordt iedere grens één éénduidig afgebeeld, de gehele

afbeelding F is zeker niet een-eenduidig . Dit soort overlappingen

kunnen zich ook binnen het element voordoen .

Om dit na te gaan onderzoeken we hoe de determinant van de func-

tionaalmatrix zich gedraagt als functie van ~ en n .
Hij is van de vorm:

a
I
+a2E + a3n + a4C 2 + a5 E n + a6'n2

.

Overlappingen doen zich alleen voor als 0 binnen het gebied

(op de rand van) G.*

!Jlis een polynom van de 2e graad in E en n .

]ijl= 0 is een kegelsnede waarvan de vorm bepaald wordt door de

coéfficienten al t/m a6 .

Deze worden op hun beurt bepaald door de knooppuntscogrdinaten zie

vergelijking i ..`(56) .

Zoals we onder het hoofdstuk numerieke integratie zagen kennen we

de waarde dus ook het teken van IJIin de drie hoekpunten van G .

en ook in een aantal punten binnen G . Het is derhalve gemakkelijk

na te gaan of een geval, zoals getekend in de fig . (21)1 zich voor-

doet .

x zie de opmerking op blz .38 .
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Het heeft dan geen zin meer het rekenprogramma voort te zetten .

Het aantal punten waar we IJI berekenen, willen we echter, i .v .m.

de rekentijd, zo klein mogelijk houden .

Hierdoor bestaat het gevaar dat we tijdens de berekeningen niet

merken dat IJI ergens binnen het gebied G van teken wisselt .

Dit doet zich voor indien de kegelsnede een ellips (of cirkel) is

met kleine afmetingen of indien de kegelsnede aan G raakt .

YI YL

We zullen onderzoeken of het mogelijk is preventief te werken, 11 .1 .

kunnen we voorwaarden construeren waaraan de knooppunts co®rdinaten

moeten voldoen opdat IJI niet nul wordt in G .

We zullen ons, wat dit laatste betreft, beperken tot het suggereren

van een procedure, die gemakkelijk te programmeren is .

Indien we gebruik maken van een meshgenerator, zijn de knooppunten

van de kromme elementen al bekend, voordat we beginnen met het

hoofdprogramma : de berekening van de stijfheidsmatrix enz .

De coéfficiënten van de Jacobiaan zijn nu bekend en we kunnen nagaan

of de kegelsnede IJ I = 0 de contour van het'.~gebied G snijdt .

We bepalen de snijpunten van de kegelsnede met de grens (1,2,3) van

G (~=0): 2-a3+ a3-4a
C
a

1

T] 12 = 2a 6

Heeft de kegelsnede een of twee snijpunten met de n-as gemeen, dan

is het belangrijk te weten of een van die punten binnen het interval

0< n< 2 ligt . Zo ja, dan zijn we genoodzaakt de ligging der knoop-

punten anders te kiezen, zo neen dan onderzoeken we hetzelfde voor

de grenzen (3,4,5) en 1,6,5) .

Wordt de contour van G niet gesneden door de kegelsnede dan kan IJI

alleen nog maar nul worden binnen G en kan de kegelsnede alleen nog

maar een ellips (of cirkel) zijn, willen er overlappingen binnen het

element optreden .

Om dit te onderzoeken bepalen we het teken van (4 a5 - a4aó) .
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Is deze uitdrukking negatief, dan heeft de kegelsnede geen regie

assymptotische richtingen en is dus een ellips . Is de uitdrukking

niet negatief dan kunnen we reeds concluderen dat '1,1<1'# 0 in G,

we hebben immers geen snijpunt gevonden met de contour van G .

De volgende stap is het bepalen van het middelpunt van de ellips .

Ligt dit punt buiten G, dan treden er ook geen moeilijkheden op,

want de ellips snijdt de contour van G niet .

Ligt het middelpunt wel binnen G dan moeten we nog een van de assen

van de ellips berekenen om te zien of de kegelsnede binnen G ligt .

Is de ellips n.l . zo groot dat die G helemaal insluit zonder een

punt hiermee gemeen te hebben, dan treden er ook geen moeilijkheden

op wat betreft de éên éênduidigheid.

x Opmerking:

We hebben hiermee een uitspraak gedaan over de één êénduidigheid

van de transformatie in de veronderstelling dat het niet wisselen

van het teken van de Jacobiaan in de voor ons interessante gebieden

een nodige en voldoende voorwaarde is .

We moeten dus nog bewijzen dat het niet nul worden van de Jacobiaan

in het gebied G een voldoende voorwaarde is voor de éên éénduidig-

heid van de transformatie .

Door tijdgebrek hebben we dit onderzoek moeten afbreken .

5 .2 . Verificatie van de conver&entie .

We zullen de convergentie eisen in dezelfde volgorde als deze ge-

noemd zijn op pag .5 . de revu laten passeren en nagaan, op grondd

van onze bevindingen in de hoofdstukken 2 t/m 5 in hoeverre aan

deze eisen is voldaan .

Het is duidelijk, ondanks de opmerking op pagina 38, dat we moeten

aannemen dat de transformatie gén ggnduidig en óp is, willen we ook

maar iets zimnigs kunnen::eeggen over het TRIC - 6 element .

1 . Op grond van vergl (45) en het éên ggnduidig en óp zijn van de

transformatie kunnen we zeggen dat het verplaatsingsveld per

element continu is .

2 . Zoals we op blz .34 zagen worden de grenzen van het element één-

génduidig getransformeerd .
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Bekijken we bijv . de grens (1,2,3) (~ = 0) .

Hiervoor geldt : t1 = - X + 1 . Met vergl (45) geeft dit voor de

verplaatsing in x - richting :

U= U2 + X (2 ul

en

2
V= V2 + li (z V1 - ZV3)x + 12(á V1 - V2 +IV3) x
x x

I
verder

Y= Y2 + X1 X- Y~ x
2

1 X1 1
Hieruit volgt dat ook de vervormde rand volledig bepaald is zodat

de aansluiting met het buurelement voor deze rand verzekerd is .

Voor de andere randen geldt eenzelfde redenering .

3 . De constante termen in (45) garanderen starre verplaatsing .

Ook starre rotatie is mogelijk :

Kies n .l. U1

U2

i
i~
U6

= -CY1 VI = cx
1

=-CY2 V2 = cx2 ( met c een willekeurige
i
i f constante .i

= -CY6

dan gaat (45) over in (zie (46))

U=- cy zodat ~ + = 02y 8x
V = cx

4 . Dat constante rek overal in het element mogelijk is volgt uit het

volgende :

Kies Ui = Dxi en Vi = Fyi (i = 1,2 . . . .6)

met D en F willekeurige constanten, dan gaat (45) over in :

2+'2 (2 u
1
- u2 + Zu3) x 1

1 zodat X = D en y= F

v = Fy ~
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De transformatie is zó geconstrueerd dat een lineair verplaatsings-

veld niet beinvloed wordt door de transformatie .

zie blz .14 en 15 .

5 en 6 volgen uit vergl . (45) en het één éênduidig en óp zijn van

de transformatie .

6 . Conclusies .

Zoals we reeds eerder hebben opgemerkt waren we door tijdgebrek ge-

noodzaakt, het onderzoek azróegtuj*-digA .af te breken .'

We zullen aan de hand van het lijstje op blz .1 nagaan in hoeverre

de daar genoemde doelstellingen zijn bereikt en wat er nog open is

gebleven .

ad 1 . We mogen átellen dat we voldoende inzicht hebben gekregen

in de problemen, die optreden bij kromlijnige elementen . Hele-

maal opgelost zijn deze problemen nog echter niet . Zo blijft

de vraag, of het niet van teken'wisselen van de Jacobiaan bin-

nen het gebied G, een voldoende voorwaarde is voor de één één-

duidigheid van de transformatie, open . We wijzen er nogmaals

op dat dit een essentieel punt is .

ad 2 . We zijn er niet in geslaagd een programma te ontwikkelen voor

de berekening van de stijfheidsmatrix, zodanig dat aan alle

eisen wordt voldaan.

Gebruiken we de procedure TRIC-6, die in hoofdstuk 7 wordt be-

schreven, voor de berekening van de stijfheidsmatrix van een

element met rechte randen, en vergelijken we het resultaat met

de stijfheidsmatrix berekend m.b .v. de procedure TRIM-6 voor

hetzelfde element, dan blijken er geen verschillen op te treden

in welke gevallen dan ook .

Deze gevallen zijn :

a . Starre verplaatsing van het element .

b . Starre rotatie .

c . Verschillende nummering van de knooppunten .
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In alle drie de gevallen moet het resultaat hetzelfde zijn .

Tenslotte vinden we symmetrie,-,.in de elementgeometrie ook terug in

de sti~~héiï~~tr~ .
We merken nogmaals op dat, indien de ®lementgrenzen rechte lijnen

zijn, de Jacobiaan een getal ongelijk aan nul is . Hierdoor worden

de integralen,'ij+ staat in de noemer van de integrant, een stuk

eenvoudiger .

Maken we echter een of meer randen krom, dan blijkt de stijfheids-

matrix afhankelijk te zijn van de nummering der knooppunten . Ook de

symmetrie eigenschappen van het element zijn in de berekende matrix

niet allen terug te vinden .

Starre verplaatsing, rotatie, het teken van de componenten op de

hoofddiagonaal, krachtenevenwicht en momentenevenwicht leveren

geen problemen op .

Door middel van testen en nacijferen hebben we niet kunnen ontdekken

waar de fout(en) de procedure zijn binnengeslopen .

Het was de bedoeling de procedure TRIC-6 in te bouwen in het programma

dat gebruik maakt van de procedure TRIM-6 . Met behulp van dit algemeen

programma waren we dan in staat kromme elementen, in de schematisering

van een constructie, op te nemen .

Zolang de procedure TRIC-6 echter niet aan de gestelde eisen voldoet,

is dit niet zinvol .

Het inbouwen van de procedure en het aanpassen van het hoofdprogramma

is niet moeilijk .

In hoofdstuk 7 wordt ook de procedure TRIC-6S beschreven, die, uitgaande

van de bekende knooppuntsverplaatsingen, de spanningen in de knooppunten

berekent . Deze procedure is op grond van het voorgaande alleen getest

met behulp van de procedure TRIM 6S voor een element met rechte randen .

Voor zo'n recht element bleek de procedure TRIC-6S te voldoen .

ad .3 In verband met het voorgaande is het duidelijk dat we er niet toe ge-

komen zijn, te werken aan het bereiken van deze doelstelling .

Wel is duidelijk geworden dat het berekenen van de verschillende inte-

gralen, en de mahier waarop deze berekend worden, zeer veel tijd vergt .

Op blz . 32 is een methode gesuggereerd waarmee we m .b .v. de daar genoemde

integratieprocedure mogelijk tot een aanzienlijke tijdwinst kunnen

komen .
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Een andere suggestie is het gebruik maken van een Gaussregel zie

lit . (6 en 7) .

Wat dit laatste betreft volstaan we met de opmerking dat een vier-

punts Gaussregel, voor één variabele, exact is voor de berekening

van de integraal van een polynoom tot en met de zevende graad, ter-

wijl de trapezium-regel voor een veranderlijke slechts exact is

voor polynomen van de nulde en eerste graad . Een belangrijk nadeel

van de Gaussregel is dat we de nauwkeurigheid van de berekening

niet zonder meer kunnen opvoeren, en als we dit doen, wordt er

geen gebruik gemaakt van reeds eerder gevonden resultaten .

ad .4 Ook deze doelstelling hebben we niet bereikt .

Het zal hoofdzakelijk van de benodigde rekentijd afhangen of het

TRIC-6 element efficiënt te gebruiken is naast het TRIM-6 element .
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6 .1 Suggesties voor verder onderzoek .

In deze paragraaf willen we de opmerkingen, die we in het voorgaande

hebben gemaakt m .b .t . verder onderzoek nog eens bekijken en eventueel

aanvullen met nieuwe suggesties .

1 . Integratie .

Zie (4 .3 .4 .) en blz .43 ad 3 .

Voor numerieke resultaten verkregen m .b .v . de beide besproken

integratie methoden, wordt verwezen naar de testresultaten die in

de groep WE voorhanden zijn .

2 . De één éênduidigheid van de transformatie .

Zie blz . 41 ad 1 .

Overlappingen die zich in fig . (11) voordoen, kumens,we,'okz Opko~n ;

door te kijken naar de hoek welke de raaklijnen aan de beide krom-

-men in knooppunt (hier) 5 met elkaar maken .

Voldoet de hoek niet aan nader op te stellen voorwaarden, dan doen

zich overlappingen voor deze soort voor .

3 . Verschillende nummering van de knooppunten .

Zoals we op blz .42 zagen, krijgen we bij toepassing van verschil-

lende nummering van de knooppunten van hetzelfde element, verschil-

lende stijfheidsmatriees . Ook zagen we, dat symmetrie in de element-

geometrie niet terug te vinden is in de stijfheidsmatrix . Het is

mogelijk dat deze twee discrepanties afhankelijk zijn . Dit dient

onderzocht te worden .

Daar we de symmetrie in de elementgeometrie niet terugvonden in de

~ stijfheidsmatrix, zijn we ervan uitgegaan, dat de procedures waar-

mee we de stijfheidsmatrix berekenen fouten bevatten

beinvloed ::wordt .

Ook dit laatste dient onderzocht te

Het is echter ook mogelijk dat deze symmetrie door de transformatie

worden .

We hebben de procedure TRIC-6 op verschillende manieren getest :

a. v=0

V = ,•,j '

v=-1



b. q = 60

r = 10-5
en i

q = 200

r = 10-9

c . Translatie van het element naar verschillende kwadranten

d . Rotatie van het element .

e . Verschillende nummering van de knooppunten .

f . a t/m e voor een element met rechte randen en voor een symmetrisch

element met kromme en met rechte randen .

Deze tests zijn te vinden in de groep W .E .
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7 . Bstschrij.ving van het pro ramma .

7 .1 Procedure DUBBELTRIP (x, y, Fxy, a,b,c, T, R, q, eps, test) .

x en y zijn variabelen, krijgen hun waarden in de Procedure

zelf .

Fxy de functie afhankelijk van x en y, die we willen integre-

ren over de rechthoekige driehoek a, b, c .

a, b'en c moeten we inlezen a=®, b = c = 2 .

T krijgt de waarde van de integraal

R krijgt de waarde van de schatting van de absolute fout .

q is het maximaal aantal deelintervallen, waarin we [a.,bj'en

willen opsplitsen . q moet ingelezen worden .

eps moet ook ingelezen worden en is de ondergrens voor R .

test is een boolean variabele .

Indien het aantal intervallen waarin we js,b]en Ca,c] 'opsplit-

sen, q overschrijdt, terwijl R > eps en als test de waarde TRUE

heeft, krijgen we naast de eindwaarde van T het commentaar :

"de nauwkeurigheid kan opgevoerd worden door q te vergroten%

Blijft deze laatste uitvoer achterwege dan geldt voor de absolute

fout : R < eps .

Zie APPENDIX .~

In (1) wordt de stapgrootte h gelijk gemaakt aan b - a en we bere-

kenen de functiewaarden in a, b en c .
Y Ih(d,2)

f(0,0) = Fa ; f(2,0) = Fb ; f(0,2) = Fc

Als eerste benadering krijgt T de waarde :
2

T1 = 6 (f(0,0) + f(2,0) + f(0,2)
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Passeren we de label 0 voor de eerste keer dan wordt hier de stap-

grootte gehalveerd .

Bekijken we het laatste plaadje dan is makkelijk in te zien dat de

tweede benadering voor de integraal is :

2
T2 = 6 (f(0,0) + f(2,0) + f(0,2) + 3f(1,0) + 3f(1,1) + 3 f(0,1)

Bij het berekenen van T2 behoeven we f(0,0) + f(2,0) + f(0,2) niet

nog eens te berekenen . We kunnen voor T2 schrijven :

T2 _ 1++ 62 (3 f(1,0) + 3 f(1,1) + 3 f(0,1) I ,)

We kunnen nu ook de eerste foutschatting berekenen :

R1 = (T2 - T1)/3

Halverèn we de stapgrootte weer dan krijgen we :

y
(0,2) 2

T4 = 6 ( f(0,0) + f(2 ,0) + f(0,2) + 3f (1,0)

+ 3f (1,1) + 3 f(0,1) + 3f(1) + 3f(2)

3f (3) + 3f ( 6) + 3f (8
) + 3€~9) ', bi~

6£(5) + 6f (7 ) )

T
2Voor het onderstreepte gedeélte van T4 kunnen we weer schrijven 4`

Verder zien we dat de coéfficiënt (het gewicht) van de functiewaarde

in een pu~t gelijk is aan 3, als dat punt ligt op de rand van het

gebied, en gelijk is aan 6, indien het punt ligt binnen het gebied .

In de procedure laten we bij iedere staphoogte, x lopen van o tot 2i

n .l . .

x = i x h i = o . . . . . n en waarbij n = h het aantal intervallen

bij een bepaalde stapgrootte .

y loopt van 0 tot n x i .

Om te voorkomen dat bij verandering van h reeds berekende functie-

waarden opnieuw berekend worden, splitsen we de integratie op, waarbij

de ene keer x = i x h waarbij i even is

en de tweede keer x = i x h waarbij i oneven is .
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7 .2 Procedure DUBBELTRAP (x, y, Fxy, a, b, T,R, q, eps, test .

(Zie appendix II) .

x real 1 deze variabelen krijgen in de procedure hun waarden .

y real Fx

>
y real procedure . Fxy krijgt de waarde van de (te integreren)

functie in het punt (x,y) .

a real de grenzen van het integratiegebied .

b real~

de waarden moeten voor de procedureaanroep bekend zijn .

T real krijgt de waarde van de integraal

R real krijgt de waarde van de fout .

q integer aantal deel-intervallen waarin het interval

verdeeld moet worden .

De waarde van q moet bij de aanroep bekend zijn .

eps real De minimale absolute fout .

De waarde van eps moet bij*de aanroep bekend zijn.

Test boolian Indien test is true, dan worden de tussenresultaten

Van T en R uitgeprint .

Opmerking : Als de fout R, behorend bij het aantal deelintervallen

q, zijn minimale waarde eps niet bereikt, dan wordt via

de regeldrukker het commentaar gegeven :

"De nauwkeurigheid kan opgevoerd worden door q~e ver-

groten" .
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(1) Bekijken we de formule voor de dubbele trapeziumregel dan

dat we als eerste benadering voorrde integraal krijgen :
b .,

zien we

We geven b de waarde 2 en a de waarde 0 .

De stap grootte is bij deze benadering

2 .

(2) Bij de label 0 wordt de stapgrootte h gehalveerd
2

I2 = 4 (f0
,
0 + f0,2+ 2f0

,
1 + 2f1

,
0 + 2fi'1) of :

2
I2 = 4 (2 f0 1+ 2 fl 0+ 2f1 1) + 4 I1', ~

De fout wordt berekend met R= (I2 - I1)/3 .

Indien deze fout groter is dan eps, wordt de sf2apgrootte weer

gehalveerd : h : = Zh.

Rekening houdend met I2 kunnen we schrijven :

2
14 = 4 12 + 4 (2 f(1) + 2 f(2) + 2 f(3) + 4 f(4) + 4 f(

5 ) +

+ 2 f(6) + 4 f(7) + 2 f(8)+ 2 f(9)
, )

Bekijken we deze laatste uitdrukking en de figuur dan zien we

dat de cogfficiënt van f gelijk is aan 2 . als de functiewaarde

behoort bij een punt dat op de rand ligt . Ligt het punt binnen

deze rand, dan is de coëfficiënt gelijk aan 4 .

In de procedure worden, afhankelijk van q de functiewaarden uit-

gerekend, voorzien van de juiste coëfficiént en opgeteld .

I1 = 4 ( f(0,0) + f (0 , 2),l
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7 .3 Real Procedure Fxy (A, B, x, y, s) .

zie APPENDIX III .

A, B array dit zijn de coéfficiënten van de Jacobiaan :

IJI = A1 + B 1 x + B2y + A2x~1 + B3xy + A3y2

x,y real krijgen hun waarden bij de aanroep in de procedure

DUBBELTRAP of DUBBELTRIP .

s integer is het nummer van de functie .

De integraal op blz .26 kunnen we schrijven als een som van integralen .
~

Rekening houdend met de functie P-komen er 15 verschillende functies

voor, die we moeten integreren :

2~x x _ xy
F1 = I~ , F2= -~, F3= ( J, F4 - f JI enz F15

In de procedure TRIC 6 worden deze integralen achtereenvolgens

m .b .v . de procedure-TRIP of- TRAP berekend . Het zou een belangrijke

tijdwinst opleveren als we al deze integralen tesamen berekenen .

wordt dan slechts éên keer in ieder punt berekend terwijl dit
J

nu voor iedere integraal dus 15 maal in elk punt gebeurd .

Fxy krijgt de waarde van de functie in het punt (x,y) .

7 .4 . Real Procedure TRIC 6 (Q, x, y, E, nu, t, test)

(zie APPENDIX IV)

Q array hierin wordt de stijfheidsmatrix afgeleverd .

x,y array de knooppuntsco3rdinaten . Zij moeten in de volgorde

xi, yi (i = 1,2 . . . . .6) worden ingelezen .

E real elasticiteitsmodulus

nu real poisson constante

t real element dikte

test boolean

(1) ai bi en ci (i = 1,2,3,4) zijn de coëfficiënten die voorkomen in de

functionaal matrix.
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J =
K L

al +bhC+c
.
1n a2+b2~+c2n

M N

a3 + b 3 ~ + c3n a4 + b 4 E + c4n

(2) Ai, Bi ( i= 1,2,3,) de coëfficignten van IJ )

(3) Indien test = TRUE wmrden de array's a,b,c,

combinaties van KK,

.1~

A en B uitgevoerd

F
xy [s] dndE

s = (1,2, . . . . .15)

(5) In de matrix B' S B(zie pag 25) komen alle

1

P2

P3

P4

P5

P6

P
7

P8

P9

P10

KL enz voor ./We kunnen deze als volgt schrijven :

[*] krijgt de waarde

lalal (a1b1 + b1a1) (a1c1 + cla1) b1b1 (b1c1 + c1b1)

a 1 a 2 (a1b~ + b 1 a 2 ) (a1c2 + c 1 a 2 ) b 1 b 2 (bc2 + c1b2) c1c2
L

a
1
a
3 (a1b3 + b1a3) (a1c3 + c1a3) b 1 b 3 (b1c3 + c1b3) c 1 c 3

a
1 a 4 (a1b4 + b1a4) (a1c4 + c1a4)

b 1 b4 (b1c4 + c1b4) c 1 c4

a 2 a 2 (a2b2 + b2a2) (a2c2 + c2a2) b2b2 (b2c2 +
£ 2b2) c 2c 2

a 2 a3 (a2b3 + b2a3) (a2c3 + c2a3) b2b 3 (b2c3 + c2b3) c 2 c 3

a2a~ (a2b4 + b2a4) (a2c4 + c2a4) b2b4 (b2c4 + C2b4) c2c4

a3 a3 (a3b3 + b3a3) (a3c3 + c3a3) b 3 b 3 (b3c3 + c3b3) c 3 c 3

a3a 4 (a3b4 + b3a4) (a3c4 + c3a4) b3b4 (b3c4 + c3b4) c 3 c4

a 4 a 4 (a4b4 + b4 a 4 (a4c4 + c4a4) b4b4 (b4c4 + c4b4) c4c4

K K

KS 1

KS2

KS3

KS4

KS5

KS6

KS
7

KS8

KS9

KS 10
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7 .5 Procedure TRIC 6 S (x,y, U,E, nu, Sx, Sy, Txy)

(zie appendix)

x,y array . De coórdinaten van de knooppunten 1 t/m 6 .

Deze array's moeten voor de aanroep gevuld zijn .

U array De totale verplaatsingsvector .

ui, vi de verplaatsing in x-resp in y-richting

van het knooppunt i (i=1,2, . . . . .6)

Dit array moet gevuld zijn .

E real Elasticiteits modulus .

Sx In deze array's worden de spanningen in x en y

Sy array richting afgeleverd, .

Txy Sxi de normaalspanning in x richting in knoop-

punt i .

Syi de normaalspanning in y richting in knoop-

punt i .

Txyi de schuifspanning in knooppunt i (i - 1,2 . . .6) .

8
x

e En (êx + vêy )

==> 6= En 1 v 0

v 1 0

0 0 Z 4 1-v)

S

m .b .v . (13)

c= En S~ Ct Ut
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(1) Hier wordt de matrix C gevuld . De eerste twee rijen van (48)

zijn weggelaten omdat de eerste twee kolommen van B nul zijn .

(2) De matrix C wordt vermenigvuldigd met de vector U .

(3) De vectoren a, b, c bevatten de coëfficiënten van E en n in

de componenten van de Jacobi+matrix (zie (55)) .

(4) Bier worden B1, ex, ey, J,xy, 62, 6y en z
x
y berekend in de

knooppunten 1 t/m 6 .
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