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SAMENVATTING. 

Een van de meest gebruikte berekeningen,namelijk die met 
behulp van de gekoppelde-kanalen-methode,van verstrooiing van 
projectieldeeltjes aan atoomkernen,vergt nogal wat rekentijd. 

Hierbij dient namelijk een stelsel gekoppelde tweede orde 
differentiaalvergelijkingen van grote dimensie te worden op
gelost. 
Door nu enkele benaderingen toe te passen in het model,ver
krijgt men slechts één ontkoppelde tweede orde differentiaal
vergelijking.Men dient dan wel voor de gemaakte benaderingen 
te corrigeren.Zodoende is men in staat om t.o.v. de gekoppel
de-kanalen-methode gelijkwaardige resultaten te verkrijgen, 
met een reductie van de rekentijd met een factor 3 à 4. 

De toegepaste benaderingen komen tot uitdrukking in het 
feit dat in de Hamiltonoperator, 

a de kernhamiltonoperator is vervangen door een constanté 
(adiabatisch of "energy-sudden"), 

-"-' 
b de operator .f is vervangen door een constante ("centrifugal-

sudden"). 

ad. a De adiabatische benadering ("energy-sudden") wordt 
geintroduceerd om de beschrijving van de botsing 
tussen twee systemen met interne vrijheidsgraden te 
vereenvoudigen,en vindt voornamelijk toepassing in 
verstrooiingstheorie en theorie met betrekking tot 
gebonden toestanden. 
Klassiek gesproken kan de benadering worden gebruikt 
als een of meerdere van deze vrijheidsgraden lang
zaam vari~ren ten opzichte van de overige vrijheids
graden.Quantummechanisch correspondeert dit met de 
aanname dat de energie-eigenwaarden van de target
hamiltenoperator die overeenkomen met de niveaus die 

gedurende de botsing target-projectiel significant 

gekoppeld zijn,onderling voldoende weinig verschillen. 



ad.b Bij het toepassen van deze benadering gaat men ervan 

uit dat de hoekcoördinaten van het projectiel slechts 

langzaam variëren ten opzichte van de relatieve af
stand van projectiel tot kern. 
Zo'n benadering zal het beste voldoen wanneer de ge
durende de botsing sterk gekoppelde kanalen onderling 
slechts weinie verschillen in l-waarde. 

Omtrent de criteria waaronder de benaderingen opgaan is 

men het in de literatuur niet eens.Ook het verband tussen klas 

-sieke en quantuwnechanische criteria blijkt erg onduidelijk 

te zijn.(Zie hoofdstukiV) 
Klassiek komt de adiabatische benadering er op neer dat men 

de oriëntatie van de kern gedurende de botsing vastprikt. 
Indien deze benadering niet realistisch is,zal men een betere 
beschrijving verkrijgen,indien de kern z'n oriëntatie staps
gewijs aan het naderende projectiel aanpast. 

Men zou dit quanturnmechanisch als volgt kunnen vertalen; 
de radiële integratie van de golffuncties die de botsing be

schrijven,wordt in intervallen uitgevoerd.In de scheidings
punten der intervallen past men een correctie toe;men krikt 
de adiabatisch berekende golffunctie op naar de exacte golf
functie. 

Ook in de energy-sudden+centrifugal-sudden-benadering past 
men nu de intervalsgewijze integratie met correctie (opkrik

ken) in de intervalscheidingspunten toe. 
Uiteindelijk vormt de vergelijking van de differentiële 

werkzame doorsneden,berekent met de intervalsgewijze energy
sudden+centrifugal-sudden-benadering,met die,berekent met de 
gekoppelde-kanalen-methode,een goede graadmeter omtrent de 
bruikbaarheid van de modellering. 

Geconcludeerd kan worden dat de resultaten verkregen in 
de intervalsgewijze e.s.+c.s.-benadering met toenemend aantal 
intervallen convergeren naar de resultaten verkregen in de ge
koppelde-kanalenberekening. 



HANDLEIDING BIJ HEr11 LEZEN VAN HET VERSLAG. 

Dit verslag beschrijft een gedeelte van het totale afstu
deeronderzoek,dat verricht is in de groep Theoretische Kern
fysica in samenwerking met Leon Beerendonk.Het andere gedeel
te van het onderzoek wordt beschreven in het afstudeerverslag 

van Leon Beerendonk. 
~r worden enkele onderwerpen besproken,die ook in het ver

slat, van Leon Beerendank behandeld worden.Hierdoor is het mo

gelijk beide verslagen onafhankelijk van elkaar te lezen. 
Verder komen in de hoo.fdstukken III en VII enkele onderwer

pen aan de orde,die in de literatuur al behandeld zijn,maar 
die hier opgenomen zijn om het verslag op zich leesbaar te 

maken. 
De hoofdstukken I,II,IV,V,VI,VIII,IX en X beschrijven in 

hoofdzaak het eigen werk.In hoofdstuk IV en volgende wordt het 
hoofdonderwerp van het afstudeeronderzoek beschreven. 

In de eerste twee hoofdstukken wordt de aanslag van axiaal 
-symmetrische,permanent gedeformeerde kernen (starre rotatoren) 
beöproken,in verband met het feit dat in de afgelopen jaren 
in de groep Theoretische Kernfysica veel gewerkt is aan a- en 
protonverstrooiing ann dit soort kernen.Dit is geschied mede 

in het kader van het promotie-onderzoek van Tom Schulte. (Zie 

Lit. 1. ) 
In hoofdstuk I wordt een tweedimensionale beschouwing gege

ven.Hierdoor kan men de niet essentiäle impulsmomentalgebra 
vermijden:men heeft dan niet te maken met niet-cammuterende 
impulsmomentcomponent en. 

Vanuit de tweedimensionale adiabatische beschouwing worden 
in hoofdstuk II de grote lijnen van de driedimensionale adia
batische methode aangegeven. 

In hoofdstuk III t/m X komt als hoofdonderwerp de intervals 
-gewijze energy-sudden+centrifugal-sudden-benadering ter spra-



ke,toegepast op de a- en proton-verstrooiing aan sferische 

kernen 60Ni. resp. 112cd. Deze sferische kernen voeren opper 

-vlakte-vibraties om een sferische evenwichtsvorm uit. 
In hoofdstuk III komt het "vijfdimensionale"-harmonische 

-oscillator-model ter sprake,dat het gedrag van een vibreren
de kern beschrijft in termen van de zgn. collectieve coördi

naten. 
In hoofdstuk IV wordt de energy-sudden +centrifugal-sudden 

-benadering bcsproken.Er wordt aangegeven welke benaderingen 
in de hamiltonoperator toegepast zijn om het stelsel gekappel 
-de differentiaalvergelijkingen te herleiden tot één ontkoppel 
-de differentiaalvergelijking.Tevens wordt aangegeven dat de 
criteria,waaronder de genoemde benaderingen opgaan,niet scherp 
omlijnd aan te geven zijn. 

Omdat de e.~.+c.s.-benadering niet de gewenste resultaten 
voor de differentiële werkzame doorsneden oplevert,is getracht 

een correctie toe te passen op deze benadering.Deze correctie 
komt tot uitdrukking in het "opkrikken" in de intervalschei

dingspunten van het in intervallen verdeelde radiële integra

tiegebied.Dit wordt behandeld in hoofdstuk V. 
In hoofdstuk VI komt aan de orde hoe men door middel van 

een successieve vermenigvuldiging van overdrachtsmatrices be
horende bij de afzonderlijke intervallen,komt tot de oplossings 
-matrix in het zgn. aansluitingspunt.Deze oplossingsmatrix be
staat uit kolommen van oplossingsvectoren waaruit door een line 
-aire combinatie,de fysische oplossing gegenereerd wordt. 

Hoofdstuk VII licht de modelpotentiaal,die gebruikt wordt 
als interactiepotentiaal voor het systeem van het spinloze pro 
-jectiel en kern,toe. 

In hoofdstuk VIII wordt de structuur van het programma en de 
taak van de afzonderlijke subroutines en functies behandeld. 

In hoofdstuk IX worden o.a. de differentiële werkzame door
sneden in de intervalsgewijze e.s.+c.s.-benadering vergeleken 
met de differentiële werkzame doorsneden berekend met een ge
koppelde-kanalen-berekening,d.w.z. een in principe exacte bere 
-kening.Tevens worden enkele aspecten besproken die bekeken 



ZlJn om het proeramma te optimaliseren,en enkele aspecten die 

het programma in de toekomst mogelijkerwijs kunnen optimali-

se ren. 
In hoofdstuk! tenslotte volgen enkele conclusies die uit 

de resultaten getrokken kunnen worden. 



INLEIDING. 

Vele experimenten in de kernfysica hebben betrekking op 
laagenergetische collectieve kernaanslag,zoals bijvoorbeeld 
a rotationele aanslag van permanent gedeformeerde kernen, 

~ vibrationele aanslag van bolsymmetrische kernen. 
Indien men de lage-energie-spectra van even-even-kernen 

(neutronen~antal N=even,protonenaantal Z=even) bekijkt,neemt 
men twee soorten laaggelegen niveaus met positieve pariteit 

waar.Fi~uur la toont een quasi-vibratie-spectrum,waarin het 
o+-2+-4+-triplet ongeveer een twee 

-maal zo grote energie heeft als 

4+ de eerste 2+-toestand.Dit doet ver-

================2~ ~ o~ -onderstellen dat men hierbij te 
maken heeft met een type harmoni 

----------------!· -sche oscillatie waarbij de fono
nen (oscillatorquanta) elk een 
impulsmoment gelijk aan 2~ vertegen 

----------------~ -woordigen.Het triplet vertegenwaar 

Fig.la Typisch 
spectrum van een 
quadrupool-opper
vlakte-vibratie. 

------------- 6+ 

------------- t( 

-------------- l+ 
----------------- o+ 

Fig.lb Typisch 
rotatie spectrum. 

I(I+l)-patroon. 

-digt dan de aanslag van twee fono-
nen die gekoppeld worden tot een 
totaal impulsmoment 0,2 of 4. 

In fig.lb ziet men een typisch 

rotatie-spectrum,waarin de energie
en van de verscheidene niveaus bij 
benadering de afhankelijkheid 

EI~I(I+l) volgen.Uit de molecuulfy
sica is bekend dat een symmetrische 

rotator energieën EI=I(I+l)~2 /2JR 

bezit.Het traagheidsmoment van de 
rotator wordt hierbij aangegeven 

met JR.Experimenteel blijkt dat bol
symmetrische kernen een vibratie
spectrum , en permanent gedeformeer-
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de kernen een rotatie-spectrum bezitten.In de buurt van de 
magische getallen 2,8,20,28,50,82 enz. mag men daarom kernen 

verwachten die een vibratie-spectrum bezitten. 

B.v. 60Ni.(N=32,Z=28) en 112cd.(N=64,Z=48) vertonen zo'n vibra 
-tiespectrum. 

16'1 .L-1-r--1- ... ---l---..!.1 lllljlt:t:l 
I I I 1 1 I 1 I 
I I 1 1 I I I I 

tl.' I~-:~-:-:-~---:-~--{-: 
I 1 I I I f'l I I I I I I I I I 

r 
1 I I I 1 I I I I 

1 I I I I I 
8l _J,-1--,...,----

111 ~I ~11 11 I I I I I 
11 I I 1 : I I 

5b 1 r...J,- -I--- ï-- _1_. 

lfO r .J. :r4\.J ..L - - - - - - • J 
1Cl1111l 1 I L I 

tB 1-: - + - - - - - 1- - -Q\111 I 1 1 I 
I.D "'" .... -r---,---- -~ I® I I 
8 !... ~ J. + '- - -1- - -- 1 
• I 

J {J ~US tb 5"0 11. IIY 11 '( 

-z 
Fig.2 Gearceerd: 

gebieden van 
gedeformeerde 

kernen. 

In fig.2 stellen de gearceerde 
gebieden tussen de magische lijnen 

gebieden van gedeformeerde kernen 
voor.Experimenteel gevonden gebie
den zijn wat betreft het massagetal 

A:l9<A<28,150{A~l90,A~222.(Lit. ~). 

Om collectieve bewegingen van de 
kerndeeltjes,zoals rotaties en vi
braties,te beschrijven,gebruikt 
men het collectieve kernmodel. 
In termen van dit model verstaat 
men onder rotatie,een oriëntatie
verandering van het kernoppervlak, 

en onder vibratie,trillingen van 
hetzelfde oppervlak om een even
wichtsvorm. 

De vorm en oriëntatie van het 
kernoppervlak wordt beschreven door 
de functie 

R(ö,0',t)=Ro[ 1+) a{ (t)YÀ (Q,0')l 
~ ~ ~ J 

Hierin is R de afstand van het kernmassamiddelpunt tot het kern 

-oppervlak als functie van Q en ~,de laboratorium-bolhoeken 

(,f"-·.\,·n v:1nu\t. twt. \(t'rnmassamiddelpunt.De coëfficiënten cx>.p-(t) 
die de afwijking van de bolsymmetrie aangeven,heten collectieve 

coördinaten. 
Beperkt men zich tot quadrupooldeformaties (À=2) dan ziet de 

ontwikkeling naar bolfuncties voor de voerstraal naar het kern 

-oppervlak er als volgt uit;R(Q,~,t)=R0 [1+~ a~(t)Y2~(Q,0'~ 
)A.=-l 
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De wisselwerkine tussen het projectieldeeltje en de target 

-kern wordt beschreven met behulp van een wisselwerkingspoten 
-tiaal.Er wordt verondersteld dat de equipotentiaalvlakken van 
deze wisselwerkingspotentiaal ruwweg dezelfde vorm hebben als 
het kernoppervlak,zodat de vorm en de afmetingen van de kern 
als parameters in deze potentiaal optreden.De wisselwerkings
potentiaal is dus niet bolsymmetrisch maar gedeformeerd. 

Indien de potentiaal zuiver sferisch is,treedt er elasti

sche verstrooiing op. 
Bij een niet-sferische potentiaal kan er ook inelastische 

verstrooiing optreden. 
In dit verslag wordt elastische en inelastische verstrooi

ing van protonen aan de 112cd.-kern, 112cd.(p,p),en van a-deel 
-tjes aan de 60Ni.-kern, 60Ni.(a,á),beschouwd. 

-3-



Ï. ROTATIONELE AANSLAG VAN EEN TWEEDIMENSIONALE S'rARRE 

IHHATOR. 

Be~cho~win~ ~a~ het ~~t~e~ ~t~r~e_r~t~t~riP~oie~tield~el 
-..!!_j~. 

Daar het verstrooiingaprobleem in het algemeen bijzonder 
complex is,bespreken we eerst een vereenvoudigd tweedimensie 
-naal model.Door het beschouwen van een tweedimensionaal mo
del,vermijdt men de niet essentiële impulsmoment-algebra. 
De complicatie van niet cammuterende impulsmoment-componen
ten speelt dan geen rol. 

Voor de eenvoud gebruikt men spinloze,ongeladen projec
tieldeeltjes.Deze veronderstellingen veranderen de essentie 

van het probleem niet. 
Men neemt hier aan dat men te doen heeft met een permanent 

gedeformeerde,axiaalsymmetrische kern,die een rotatiespectrum 
vertoont.(Het geval van een sferische kern met een vibratie

spectrum verloopt geheel analoog.) 
De Hamiltonoperator die de verstrooiing van een ongeladen 

spinloos projectiel aan een tweedimensionale starre rotator 
beschrijft,ziet er als volgt uit; 

y 

)( 

Fig.) 

Hierin wordt de Hamiltonoperator 
van de starre rotator voorgesteld 

door HR(~/o;).Die van het projec
tieldeeltje wordt aangegeven met 

Hp(r,à;é)r,8, 0/t>e) .De term V(r,B,~) 
representeert de wisselwerkings
potentiaaloperator.De poolcoör
dinaten van het projectiel wor
den gegeven door (r,O).De stand 

van de rotator (halter) wordt aan 

gegeven met ?· 
-4-



Een voorbeeld van een tweedimensionale starre rotator is 

een deeltje met ma:.:; sa MR dat alleen kan bewegen l·tngs de om
trek van een cirkel. 

De klassieke Hamil toniaan ziet er als volgt uit; ~ = ;}. 
Hierin is ~ de ge~eneraliseerde impuls bij coördinaat R~' 
en J~ het traagheidsmoment van de rotator.Zo vindt men voor 

de Hamil tonopera tor van de rotator: HR == - ~ ~J. · ,·m f) 

De genormeerde eigenfuncties van deze operator zijn it~=~, 
t 1 t t . · · d E .J:z.mL "k Vi'ir me a s ro a 1.e-energ1.e-e1.genwaar en: '"R =~ 

( mR ge he e 1 ) • ( 7, ie I, i t • i) . 2 JR 
Het projectieldeeltje is in afwezigheid van de starre ro

tator (V=O),een vrij bewegend deeltje,dat wordt beschreven 
door de tijdonafhankelijke Schrödinger-vergelijking; 

Jf"t~O) r~e).:- ~ \l"rttJe) =--f'" !~~+fi-t + t~. ;~J lf'~J s) 
l/'fp .r.'/fp 0~ ( 2 ) 

= E 'PetJe). 

Met behulp van scheiding van variabelen 'f~8)= 'kt_iJB~J vindt 
men; 

,· (; 
~) = e ~ ; de genormeerde eigenfuncties van de opera-

op \ nr.:; ..à.J ~l. ~ 
v~rr tor / = -1.. 181.. 

'R(Jt.) =- J"'P(/c't) ;Jm (kr) ,de cylindrische Besselfunctie. 

Hierbij geldt: E=n2 k2 ~2Mp• 
De algemene oplossing voor het vrije projectieldeeltje luidt 
dan; 

Yr/!J BJ == L am_ .Tm f -i:'l) e t'mp 11 
( 3 ) 

~ ,. "' 
Een bijzonder geval treedt op wanneer we te maken hebben met 

een vlakke proj,~tielgqlf in de x-richting ,k=kêx: 
Yez.J r9) = e' x = e d<r:c:cst! = f é"" (i)"",. cos(tn,o6). Im (/:"1.) 

,..,."= 0 .,. I' 

= f ei m, ~ t'm,. 
8 J", {*r) = f (i/"~,·~ e ..7;, (~-t) . 

".,,..._- p "'p• -~ ,. 
( 4) 

Eo= 1 ~ ém = .2 mp ~1. ; ( Li t. 4 ) • 
Hieruit voÎgt dat we de vlakke projectielgolf kunnen beschou-
wen als een superpositie van partiäle golven elk met een eigen 
baanimpulsmomentquantumgetal l=mp• 

-5-



Oprn.In het tweedimensionale geval staan de impulsmomenten 
~ -I (kernspin) en l(baanimpulsmoment van het projectiel) 
beide loodrecht op het x-y-vl(k.Er is dus slechts ~ 

quanturngetal mR,resp. mp nodig om zo'n impulsmoment 

vast te le~gen.Er geldt Jz=fz+Iz,indien men de z-rich
ting loodrecht op het x-y-vlak kiest.Voor het totale 

impulsmomentquantumgetal M geldt;M=mp+mR.Vanwege het 
feit dat de operator Jz cammuteert met de Haruilton
operator is het totale impulsmoment een behouden groot

heid. 

a Het stelsel gekoppelde differentiaalvergelijkingen. 

Bij het gebruik van de gekoppelde-kanalen-methode wordt 
de golffunctie van het totale systeem geschreven als een su
perpositie van golffuncties,welke corresponderen met een be
perkt aantal aangeslagen toestanden van de kern en een be

perkt aantal partiële golven voor het projectiel.Op deze be 

-perkingen komen we hieronder terug. 

Substitutie van deze totale golffunctie-ontwikkeling in de 

Schrödinger-vergelijking levert een stelsel gekoppelde twee
de orde differentiaalvergelijkingen (d.v.-en) van beperkte 
omvane; op. 
Sen bepaalde toestand van het systeem uitgezonderd de radi
ele vrijheidsgraad,gekarakteriseerd door een serie quantum
getallen,wordt ook wel kanaal genoemd. 

Keert men nu terug naar het systeem van rotator en pro
jectiel.De tijdonafhankelijke Schrödinger-vergelijking ziet 
er als volgt uit; 

fHR(p)} r /lp~&)+ 1/t-t~~pJ} ljlét_~~) = E 'f/(-'!,~P) 
Het linkerlid wordt gegeven door ; 

f :C az. _ 1:-- [()"_ +J.f.:.j + _t. + Vtz,e,~;l Cff't,~IJ = 
1~ ~z. ~M~ à.f" -i. f/"l. ..tMp-tl J 

[ J. ~ - J/i .! g:_ +;, tJ + ~ ~j -1- Vtc,~~)7 'ftll~IJ. 
1 ~ of;& .tM, t fJf~. -, n "'ge- 'J 

-6-



Ontwikkelt men nu de golffunctie Y(r,9,~) naar de eigenfunc-r ..a" 
ties Pm../~) en 8".,{8) van de operatoren HR_(~) en I m.a.w. 

~ p I 

'f{'t~r)) = L u",fijeo {t)"'P {i,,(&) ~m,t!J 
I ~~ ~ , ~ 

~ u",_,",_, (Jt) . t7J.' ,·m; e ,·mR r) = L .,. R- (t.J e .e ( 5 > 
m,; "Jl w \l.tff vm 

en substitueert men deze uitdrukking in de Schrödinger-ver-
. m";;,*' * eelijking,dan vindt men na vermenigvuldiging met (-i) P!t!,/(.) él",,(e) 

en integratie over 9 en? het stelsel gekoppelde d.v.-en. P 

!- .:~t:_ / dt .f # - m,/j + Vm"m" mNm<'f) -f E-" -Eju Nm"(-t) 
:l/'lp o/Jc.t -1".t p R p ;tl ,.~ - mi" R 

( 6) 

Hierin is; mp het baanimpulsmomentquantumgetal van het pro
jectiel, 

en 

mR het impulsmomentquantumgetal van de rotator, 
E de totale energie van het systeem, 
E de rotatie-energie van de rotator, mn 

Vm"m"m'mi~J = t-iJm"~ -L- VtzJ~r)Jlt.) ~'e_! e~ d~dl jj 11 -t'm" e -t'f11t"r/J fP I t.' I f} t.'fii.I[A 

p R P "Po \/in- VTrr Viff yp 

Opm.Inde ontwikkeling voor y;(r,8,F) is een factor r 
tot de macht (-1/?) afgesplitst om in het stelsel 

d.v.-en de Pen>te afgeleide te vermijden. 

De ontwikkelingscoëfficHint urn, m' (r) wordt ook wel 
kanaalfunctie genoemd. p R 

(7) 

De golffuncties waarnaar ontwikkeld wordt,en die een 
-" . m t'l'f1p9 L'rn1lP 

compleet orthonormaal stelsel vormen,(tJ i"~ ~ , 

worden ook wel kanaalgolffuncties genoemd. 

-7-



I.lb De oplosmethode. 

De oplossingen van de gekoppelde d.v.-en moeten voldoen 
aan een aantal randvoorwaarden. 
l.De oplossing u(r).r-1/ 2 dient eindig te zijn in de oorsprong 

r=O,met als gevolg voor de functiewaarde u(r}=O voor r=O. 
2. Voor r ~ r ( r heet aansluitingspunt), veronderstelt men - m m 

geen wisselwerking meer tussen targetkern en projectiel. 
(Eindige dracht van de wisselwerkingepotentiaal.) 
Aangezien hierdoor het matrixelement vm~-m' I (r)=O 

.t'R PmR r ~ rm, is het stelsel voor deze waarden van r 
koppeld. 

Voor r~rm gaat het stelsel over in; 
! ..L - m'l. I l. ] r q_ -1- .t e. + '*"",, u.l'n , "" , ez ) = o 

L ttr 1'-t R ~ " 

Het golfgetal km' wordt gegeven do.or de relatie; 
R ki, =2Mp(E-Em, )jna 

R R 

voor 
ont-

(8) 

Men neemt hierbij aan dat voor de mee te nemen niveaus geldt 
dat er voldaan is aan de relatie Em, 4. E,zodat km' reëel is. 

R R 

De algemene oplossing van deze d.v. (8) is ; 

(9) 
Hierin zijn J (k r) en Nm (km r) de cylindrische Bessel-

mp mR p R 
functies van de eerste resp. tweede soort.(Het te-
ken van N (km r) is zodanig gedefiniëerd dat deze functie 

mp R 
nadert naar + oo vo!or r• 0). 
Gebruikt men de zgn.Hankelfuncties ~ en ~ dan geldt; 

{-) I ft~-) 

U m • m' ét) =: a V-? Hm, ( -II'I'L,1-) + b \I.P rrm, ( -1",_/r.) . 
P R P ,re I' 11 ( 10) 

Asymptotisch geldt er voor de HankeL~.',lncties voor r - + oo: 

Jinlopende golf (I). 



ff) ,:J."'-~ -LÜ~+Vf +I() 
W H ft<",_ 1. J 1'\/ ..e ;, .e 

"'p IC 
;uitlopende golf (0). 

Opm.Neemt men Coulombwisselwerking mee,(geladen projec
tiel),dan heeft men te maken met de reguliere (F) en 
irreguliere (G) Coulombfunc-ties. 

Men kan de randvoorwaarde voor r nu als volgt formuleren. m 
(Zie Lit.2). 
In het kanaal (mP,mR),het zgn. ingangskanaal,zijn in het on
eindige zowel inlopende als uitlopende golven,corresponderend 
met het feit,dat er een golf in dit kanaal invalt.De ampli
tude van de inlopende golf is hierbij op 1 genormeerd.In alle 
andere kanalen,de uitgangskanalen (mP,mR),zijn in het oneindi 
-ge slechts uitlopende golven aanwezig,m.a.w. 

k~ 
urn' m' (r~ rm) == Óm' m ám' m 1m (km r)-k'l..R· 8m~' :rn m •0m' (km, r) 

P R P P R R P R mR y-R P R P R 

(11) 
Hierbij is; km het golfgetal van het ingangskanaal(mP,mR), 

enR km, dat van het u1i tgangskanaal (mp,mR_). 
Het gekoppelde-kan~len-S-matrix-element, o.ftewel de waarschijn 
-lijkheidsamplitude,voor de overgang van het-kanaal (mP,mR) 
naar een ander kanaal (mP,mR),wordt gegeven door Sm' , ,mpm • 
Dit matrixelement wordt ook wel genoteerd als PIDR R 

Opm.Vanwege het behoud van het totale impulsmoment M dient 
te gelden:mp+mR=M=mp+mR. 

Men geeft nu de verscheidene kanalen (mp,mR_) een rangnum
mer jU=l,2, •••• N,waarbij het targetkanaal (ingangskanaal) 
door ;u=l wordt aangegeven.Men gaat er hierbij van uit dat 
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voor de beschrijving van het probleem slechts een beperkt 
aantal kanalen (N) in de beschouwing hoeft te worden betrok 
-ken.Dit kan men als volgt inzien.De eerste beperking die 
empirisch volgt,is dat men te maken heeft met een maximaal 
rotatorimpulsmoment. 
Voor de verstrooiing bevindt de rotator zich namelijk in de 
grondtoestand mR=O.Vanwege de eindige wisselwerkingsduur tus
sen rotator en projectiel,en het eindige koppel dat op de ro
tator werkt,kan tijdens die wisselwerking slechts een eindige 
hoeveelheid impulsmoment worden overgedragen op de rotator.Er 
bestaat dus een maximaal rotatorimpulsmoment mR • 

max 

Een andere beperking is het feit dat mp '= mp • 
Dit kan als volgt worden ingezien. max 
Indien de batsingaparameter b van het projectiel een bepaalde 

waarde bmaxte boven gaat,zal er door de eindige dracht van de 
wisselwerkingspotentiaal geen wisselwerking meer plaatsvinden 
met de rotator.De projectielen met een baanimpulsmomentquan-

tumgetal mp > mp , dus b > b 
max max 

zullen geen wisselwerking 
~ met de rotator ondergaan.(Het im-

- - - - - -"'.P"""r. ... pulsmoment is gelijk aan b.p, 
indien p de impuls van het pro
jectiel is.) b I I b I 

I'ICUIJ I / 

j _t.---- - - - - -1 - - - - .!"'".·.0 
I 

I 
I-.. I"O~AtOt"; 

I 

Fig.4:Maximaal baan
impulsmoment. 

In fig.4 ziet men dat projectie
len met een batsingaparameter b 
groter da~ bmax niet meer worden 
afgebogen. 

Opm.In werkelijkheid treedt bij de verstrooiing van een pro 
-jectieldeeltje aan een permanent gedeformeerde kern 
met een rotatiespectrum,voor wat betreft significante 
koppeling,een maximaal kernimpulsmoment Imax op.Tevens 
treedt er een maximaal baanimpulsmoment van het projec
tiel op.Hodgson vindt voor het maximale baanimpulsmo

ment fmax empirisch : lmaxQ:: 2 .4kRo. (R0 is de kernstraal) 
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(Zie Lit.6) 

Bij de vert>trooiing van een projectieldeeltje aan 
een sferiHche kern met een vibratiespectrum,treedt 

weer een maximaal baanimpulsmoment van het projectiel 
op;tevens treedt hierbij een maximale energie-over
dracht,en dus een m~ximale energie van de kern op. 

Daar men met een beperkt aantal kanalen (N) te doen heeft, 
bevat het stelsel gekoppelde d.v.-en precies N gekoppelde 

tweede-orde d.v.-en.Van dit stelsel ligt,met in achtneming 
van de randvoorwaarden in r=O en rm,de oplossing volledig 
vast.r;erst creëert men echter N lineair onafhankelijke oplos

singen door N verschillende randvoorwaarden in r=O te kiezen 
voor de integratie.De reden hiervoor volgt nu. 

De oplossing van een stelsel van N tweede-orde -d.v.-en 
wordt bepaald door 2N randvoorwaarden;in dit geval N rand
voorwaarden in r=O en N randvoorwaarden in rm.Voor oplossing 
door numerieke integratie zouden echter 2N randvoorwaarden 
in r=O vereist zijn.Door het feit dat je slechts over N rand 
-voorwaarden in r=O beschikt,kun je nog N lineair onafhanke
lijke oplossingen creëren.Deze N lineair onafhankelijke oplos 

singen worden in rm zodanig gecombineerd,dat ze aan de rand
voorwaarden in rm voldoen. 

Aan elk van de N te creëren lineair onafhankelijke oplos
singen kent men een index p toe.Elke oplossing omvat een stel 

functies (componenten) die met~ worden onderscheiden.Hierdoor 

heeft ~(r) betrekking op het;u-de kanaal van het systeem,bij 
gebruik van de randvoorwaarde p. 

Vanwege de homogene dichtheideverdeling in het binnenge

bied van de kern,verloopt de wisselwerkingspotentiaal in dit 
binnengebied vlak,m.a.w. is hier constant.(Zie hoofdstuk VII, 
en appendix B).Nemen we ook in dit tweedimensionale geval in 
de buurt van de oorsprong de wisselwerkingspotentiaal con

stant,dan gedraagt de oplossing van de d.v. zich"Besselachtig~ 
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Vanwege dat Besselachtige karakter van de oplossingen kiest 

men de randvoorwaarden bij r=O als volgt: 

(km 
mp 

) 
R voor P=JL 

~(r) m 
lim. = 2 P (mp!) (12) 
r-o mp+l/2 

r 0 voor PF)" 

m.a.w. het gedrag van de oplossingen in een kleine omgeving 
// van de oorsprong is zodanig dat in alle kanalen,behalve een, 

de kanaalfuncties en hun afgeleiden nul zijn.In dat ene ka
naal gedraagt de functie zich als een Beeselfunctie voor klei 

-ne r. 
Voor elke randvoorwaarde (mathematische aanzet) lost men nu 
het stelsel d.v.-en op en verkrijgt aldus N stelsels (mathe
matische) oplossinr,en. 

I.h.a. zullen de door integratie te bepalen kanaalfuncties 
in het oneindige zowel in- als uitlopende golven bevatten. 
Slechts één lineaire combinatie van deze mathematische oplos
singen (namelijk de fysische oplossing) voldoet ook aan de 
randvoorwaarde in r=rm• 
Voor het fysisch van belang zijnde geval van een inlopende 
golf in het ingangskanaai heeft het formuleren van de rand
voorwaarde in rm onderstaande vorm (zie appendix C): 

N 
ä~ u~ ( r ) + • • • + ~ u1 ( r ) + 811 0 ( km r ) + m m mp R m 

1 1 

=0 

+SN1o (k r )=0 
mp mR m 

N N 
_1 2 ( ) waarin b.v. a2 ~ rm een verkorte notatie is. 
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De bovenindex van ä,en die van u(rm) geeft het kanaalnummer 
aan,waarin de inlopende golf optreedt(l),resp. het kanaal 
waarin de mathematische aanzet plaatsvindt. 
Tesamen met een analoog stelsel,met dezelfde coëfficiënten 
a,voor de afgeleiden van de functies verkrijgt men dan 2N 

-1 
vergelijkingen met de 2N coëfficiënten ai en si,l;i=l,N. 
(Zie appendix C). 
Op analoge manier bepaalt men de coëfficiënten voor een in
lopende golf in een ander kanaal. 

I.lc Het verband tussen de verstrooiingsamplitude en de 
verstrooiingsmatrixelementen. 

De verstrooiing van een deeltjesgolf aan een targetkern 
wordt bepaald door de Hamiltoniaan en de begintoestand van 
het systeem.In de begintoestand bevindt het deeltje zich op 
grote afstand van de targetkern,zodat men de wisselwerking 
kan verwaarlozen.De toestandsfunctie van het systeem is dan 
het product van de toestandsfuncties van het deeltje en van 

de kern,immers H=Hp+HR. 
Vanwege de eindige dracht van de interactiepotentiaal legt 
men aan de oplossing van de tijdonafhankelijke Schrödinger
vergelijking de volgende randvoorwaarde op; 

,·f_.'i[ ,·""; '\ ,·..l,,"l ~.·m;t; 
'fl./l &I)__.. e '\ .e + L .l (8) e "'Jt e 

:J J r.-,()'0 VEr 1' I mR~ V7i v.W" ( 14 ) 

zodat de verstrooiing van de vlakke golf aan de potentiaal 
gerepresenteerd wordt door de naar buiten lopende "bolgolf" 

t'-lm•ll / 
(m~{g; e ";1/.? • De grootheid fm' m ( Q) heet de verstrooiinga-

amplitude behorende bij de ove~g~ng van kanaal (mP,mR) naar 
kanaal (mp ,mR_). 

Schrijft men de vlakke projectielgolffunctie als een su
perpositie van in- en uitlopende golven volgens 

e 

ikm .r m' impe 

R = L (i) Pe 
mp Jm' (km r) = 

p R 
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(15) 

<:J W . -1 r Jo o dan geldt; a",.,,""_,:::-- 'JI(t.) o"",",., ,en Dm 1m.1:-am_'m!• 
p 'R .t ft ~ P R ,.- R 

De uitlopende golf ~ (k r) heeft voor r 
mp mR 

de asymp-
totische waarde: 

'0. ·r: TT TT} 
(1-) t. --ff""k~ 'L( m"·n)F + 7i 

Hm (~m_ 'l) ==- e ~ e (16) 
'P . 7( ', V][ I. ~ 

i 1 
Substitutie van (15) en (16) in (14) levert; . n . "' ...,() Vf ~ • m'-1 { (-) I j(l-) l C."}:C7 <"ftr 

'fft.,~ 'f/ = - f L- (i} P d;",,., L f/~,(./cff't,Jt.}- ffm!_ (-l:",_,'l). ~- ~r-= 
--t~t:>O m'm' /f" /' R -,. -lil v.iff rt7T 

'P ~ 

-1- 1/jÏ' ~ 1'{8) ufi-)/J_ t''lL lf{m;·nJ'f+fJ t'~'t> (14a) r .F L T;"tm . (T 11'1' (-i[' hl' -/. Y-t'/11, .e . ~ m; A l p lf R \.(iff 

Voor de oplossing van de Schrödinger-vergelijking voor r~rm 

geldt; ul:·J ,,(t-J .,7 ~ · 'B · '~ 
'fft,~?) = ~ {a;'m' /1 "", (1-"';t) f ~"",11",//;,,'t)_j(i) e~ ~ (.~ ( 17) 

tn;"'{ ,IJ ~ p .t ,. R ,. H 'liir V.Ï7T 

Uit de definitie van de verstrooiingsmatrix S en de totale 
golffunctie in (17) volgt; 

b --5 a 0 

- - #: -
of (18) 

Substitutie van deze uitdrukking in (17) levert voor de golf-
functie : lV ~ 8 ~J..) -

/l."', J'f' -f~fM 

~ 1/jj' . -1 r I f-> Is {1-) • 7. "J.' t'tn,;e ,·'\'riJ 
-4-, Yi(l) L ~'m.JI,.",,(/;,,Jl}- " m'm'wl' /ftn.,(/-""t)J{I.) ~- ~ 
~"k -R lC P R ~ , R .. "k I" -R \l.f'ü )l.i7T 

(19) 
Het verband tussen de verstrooiingsamplitude f , (0) en de m m 
verstrooii.ngsmatrixelementen wordt nu gegeven R R door 
(?0,.Deze uitd~uk~tn~ vin~~ we~ door h~t ~elijkstellen van 

de coëfficiënten der uitlopende golven in uitdrukkingen (l9J 

en ( l4a). 

,·(m;B- fJ 
1 (9) = L [l Sm' m' m''m - tfm, m } e~:;:::: 
I m 1 m m' m~' " R• p R R R v~7T -1: 

R R f r ~ 
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Uit relatie (?0) kRn men makkelijk de uitdrukking bepalen 

voor een experimentele grootheid,namelijk de zgn. differenti

ele werkzame doorsnede,die gedefiniëerd wordt als; 

0:.;/&) = ; r,.,~ ".". {B) r 
(Voor zover niet duidelijk anders vermeld,beschrijft deze 

grootheid steeds de aanslag naar kerntoestand mR ,vanuit 
de grondtoestand.) 

I.2De adiabatische benadering. - -------------
a Het stelsel gekoppelde d.v.-en. 

(21) 

Als uitgangspunt dient hier het stelsel gekoppelde d.v.-en 

van de gekoppelde-kanalen-methode. 

f .f.l ("'.t .1.- m11J& 11 h) E } -- ~ + y + Ym 11m 11m11m" - E + p(' u".,.m,,et) = 
2Hp ()(Jl" ~ p A• -,. R lf p 1t 

- I V: " " I ,él) u ' ~.-!) 
m'm'..J. m!"m'' ""P'"R·~ "Jt 11'pm.R ,. ~.,.. ~ fit 

(22) 

In de adiabatische benadering veronderstelt men dat de 

energie-verschillen der diverse kerntoestanden (L\Em'') voldoen 
-de klein zijn;m.a.w.er zijn gedurende de botsing s~echts 
een beperkt aantal dichtbij elkaar gelegen rotatie-toestanden 
significant gekoppeld.Men kan dan Emu door een constante E ver 
-vangen.Dit komt er op neer dat men ~e rotatie-energie-opera
tor door een constante l vervangt in de Hamiltonoperator. 

Klassiek gezien dient de verblijftijd van het projectiel 
in het potentiaalveld van de kern klein te zijn t.o.v. de 
rotatie-periode van de kern.Hierdoor kan men de oriëntatie 
van de kern gedurende de botsing constant veronderstellen. 

We zullen zien dat we in deze benadering de Schrödinger
vergelijking voor elke oriëntatie van de kern afzonderlijk 
kunnen oplossam.Het verstrooiingsprobleem reduceert hiermee 
tot deeltjesverstrooiing aan een stilstaande potentiaal. 

De Schrödinger-vergelijking luidt nu; 
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(23) 

Opm.Als men nu een oplossing ~d(r,B;~) bepaald heeft, 
mag men deze vermenigvuldigen met een willekeurige 
functie f(~) van ~.De productfunctie rad(r,B;~)f(~) 
is dan ook weer een oplossing van de adiabatische 
Schrödinger-vergelijking.Van dit gegeven wordt hier
na gebruik gemaakt.Dit wil echter niet zeggen dat 

deze productfunctie voor elke f(~) een goede benade

ring is voor de werkelijke toestandsfunctie.De func

tie f(~) zou hiervoor niet te sterk van ~ mogen af

hangen.Neem b.v. f(~)=J1~-~).In deze delta-functie 
zijn alle kerngolffuncties exp(imR~) vertegenwoordigt, 
zodat alle mogelijke rotatortoestanden in de beschou
wing dienen te worden· .. betrokken.Bij de bepaling van 

~d(r,B;~) is er echter van uitgegaan dat slechts een 
beperkt aantal dichtbij elkaar gelegen rotatortoestand 
-en meespelen. 

Ontwikkelt men de adiabatische golffunctie nu als volgt: 
a.« '\ lh "') ,· m' e m' 'f ( .ll J 8)· fJ) = L u~}" .e P (i) P 

mj, -t VilT ( 24) 

Substitueert men deze ontwikkeling in de adiabatische Schrö

dinger-vergelijking~(23),en vermenigvuldigt men de verkregen 
uitdrukking metUi) Pexp(imp6)/(2rr)112J*,dan vindt men na in

tegratie over e het stelsel gekoppelde d.v.-en in de adiaba
tische benadering. 

[_:t:_ folt + ~ -mJ'jt + 11 r~./fJJ_IE-t)ll u "Ut,;rj;) 
111p /JIJt l /{I V mp'mp' lj Ij "'.o 

- ~ ~''m'ft.J·?J Um' {Jt.~·r/JJ 
mJ-Fm/ ~ P P ( 25) 

Hierbij geldt voor het potentiaalmatrixelement onderstaande 
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uitdrukking: . "I\ . '1"1 

f 
m '1 _ t m u m' t. m CT 

vm"m'('tJ·~)= {-l) p~ V(.I[J~·~)(i.) ~'L.P dB. 
p p v.w: li.W-

(26) 

Het stelsel d.v.-en (25) dient voor elke ~afzonderlijk opge-
lost te worden. 

Opm.De adiabatische benadering komt in dit geval op het 
volgende neer. De coördinaat r/J varieert langzaam t.o.v. 
de coördinaten r en O.Hierdoor vervangt men bij het be

rekenen van het (r,B)-afhankelijke gedeelte van de golf
functie,dat gedeelte van de Hamiltonoperator dat dfof 
bevat,door een constante.M.a.w. H(r,d/Or,B, é>fc>e ,if;,olèxp) 
-~> H(r,a!?> r,e,ojoe ,~).De langzaam variërende vrij

heidsgraad ~ heeft geen invloed op de snel variërende 
vrijheidsgraden (r,G).Het gedrag van de snel variëren
de vrijheidsgraden wordt berekend voor elke waarde van 
de langzame coördinaat afzonderlijk. 

Opm.Men ziet dat in het stelsel mR niet meer voorkomt; 
wel is het stelsel afhankelijk van kernoriëntatie ~. 
Dit zijn de f,evolgen van het feit dat men van de mR

representatie voor de kern overgegaan is op de ?-re
presentatie. 

Keren we nu terug naar het stelsel gekoppelde d.v.-en (25). 
Voor r~rm is het stelsel ontkoppeld.De S-matrixelementen 
kunnen in de adiabatische benadering als volgt gedefiniëerd 
worden: 

U."", ttJ· tj;J =- Ó", 'm L,,f/",,;'z) - 5""1. "",'P(rA·E) Om,fi-mJt) ( 27) 
p PP P2" r p li 

Voor het golfgetal geldt :k =2Mp(E-l)/~2 

mR 

Aan de oplossing van de tijdonafhankelijke Schrödinger-verge
lijking legt men weer de randvoorwaarde op, 

UI ad ,· ~ · f f a.á. 1. . .f. k 
f (~,B;r/J)~-e ~ + (BJ·~).e "'R. (28) 

~~~ ~ 
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De verstrooiinesamplitude hangt nu parametrisch van ~af. 
Analoog aan de afleiding in paragraaf Ï.lc volgt dan het ver

band tussen de verstrooiingsamplitude fad(B;~) en verstrooi

ingsmatrixelement S , (s6;E) ,namelijk; 
mpmp 

a_r;{ • '\ {'> s J tl /'!'}>' f) - f) f (fJ, fJ) = L L m'm" (r)/E) -1 ce=-;-;===:===; 
'"p mp' p p V .t7T --l-"", ; 

lt 

(29) 

Nu zijn we in staat om een relatie af te leiden tussen de 
adiabatische en de gekoppelde-kanalen-verstrooiingsamplitude. 
Als 'fad(r,8; rp) een oplossing is van Had rd=E 'fad ,dan is 

\f'ad(r,B;~).exp(imH<jP)/(271) 1/2 dit ook.(Had bevat geen ojà?J
termen.) 
Er geldt dus ook; 

.... -
a.c( G ·~çj i.-1-",_ • )[ t.' ~ ~ a.c( l ·~- 'l. t.'frl. tp 1 {.1t G·rj) ~ ~ -€ R 4.-- + f (B'p) L-~~ . (30) _, ) V1iT -t--- \tfff ) v:F v.m-: 

overeenkomende met een projectiel met impuls ~.K ,dat de ro-
tator in de toestand exp(imR~)/(2N) 1/2 nadert. mR 
Beschouwing van ditzelfde probleem in de gekoppelde-kanalen
formulering leverde: 

~,:-1",. .ii ""~~ ) im;~ ~.·~,~ 
V'(~~~)-'-~ .e • ~ f L Î ,(B) ~ e 1t • (31) 

-, ~(>0 v.t7T m; ~ "'.t V~ll: ""'0i 
Door nu de adiabatische golffunctierad(r,B;~).exp(imR~)/V,f7r 
te ontwikkelen naar het volledige stelsel eigenfuncties van 
de targetkern kan men het verband tussen de verstrooiingsam

pJitude van de inelastische verstrooiing fm'm (9) en de adi
abatische verstrooiingsamplitude fad(B;~) R R afleiden. 

'f~JB;r)J .e'·~~ = 2 .e'."if/J < e'·",;.t;/ <fiz.~·ç?>J.e"~r;> 
vrrr '1' VEr ïJVi vm 

_ "5"" -e ün; 'l -t'mR r) ui Q.ri LJ. "'J .e t'mR <P ,..~ ,.~, _ L _ -{_____ 1 (/f.J 17" 'f' _ (.(.>" • 
~ v.or v.t7t y.t7i- ( 3 2 ) 

Asymptotisch geldt; 
(U}{ imA f) 

lf fl~~·rp) ~ ~ == 
VtfTT ... 

l ,·",;t~;/ -t.~'t;! ,·Jwr .1 {ar;{ ,/, ~,·~ .. R.'l.J t'm11 ~ •/Á 
~ ~ .e 1t + (~·yJJ-i_._ L d~ ",; v.m Viii Vl" v.w-

(33) 

stelt men nu (51) en (33) aan elkaar gelijk,dan vindt men, 
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gebruikmakend van de gelijkheid km,=km ,die in het adiaba
tische geval wordt verondersteld, R R 

~, ( B) -)..e-t"m; ~ !QIJ (B;)·rp) .e t'mR ~al~. 
m~mR Vifr v,f.TT ( 34) 

Substitutie van (29) in (34) levert; 

~ 7 ,·~"''[) -fj 

- """'" ~=-;,::==,. Yt7T.f_"', 
11 

(35) 

Vergelijkt men deze uitdrukking met (20),dan volgt hieruit, 

a.d. j '·", I<! l • /lW 11 tj 
5""_,",, m"m"(E) = ~~~ Sm.'lrli' (j;J·E) e~ f#. 

p /lJ p 1l m "P ,. lli7f 
(36) 

Opm.Relatie (36) had men directer kunnen vinden door (27) 
rechts te vermenigvuldigen met exp(im~~)/(2~) 112 • 
(Zie opmerking op blz.l6 ) 

Links vermenigvuldigen met exp(im~~)/(2rr) 112 en inte
gratie over~ levert dan direct relatie (36). 

Formule (34) brengt tot uitdrukking dat de inelastische 
verstrooiingsamplitude voor de aanslag van de grondtoestand 

naar de n-de aangeslagen toestand,bepaald kan worden door de 
elastische verstrooiingsamplitude te "sandwichen" tussen de 
kerngolffuncties van de n-de aangeslagen toestand en de grond 
-toestand.In de adiabatische benadering kunnen,ondanks het 
feit dat men in de Hamiltonoperator de kinetische energie-op 
-erator van de kern door een constante vervangt (of verwaar
loost),overgangen van de kern beschreven worden,anders dan 
men bij een oppervlakkige beschouwing zou kunnen concluderen. 

Opm.Empirisch blijkt dat men het stelsel gekoppelde kana
len kan afkappen.Indien men veronderstelt dat de func 
-ties f(B;~) en S(~:E) slechts zwak afhankelijk zijn 
van ~ dan zullen slechts dicht bij elkaar gelegen ro
tatietoestanden onderling sterk gekoppeld zijn.(Hoe 
hoger de energie van deze toestanden,hoe sterker ze 

van~ afhangen).Uitgaande van de grondtoestand doen 
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dan alleen de laagste rotator-toestanden mee.Uit (34) 

blijkt dan dat mR en mR niet teveel mogen verschillen; 
er heeft beperkte impulsmomentoverdracht plaats. 

Ï.2b Het lichaamsvaste assenstelsel. 

Men beschouwt hier de verstrooiing van het projectiel aan 

de rotator in een lichaamsvast assenstelsel,omdat zal blijken 

dat dit voor de adiabatische benadering voordelig is,m.b.t. 
het stelsel gekoppelde d.v.-en.Daar de wisselwerkingspoten
tiaal slechts afhangt van de relatieve positie van het pro
jectiel t.o.v. de rotator is V(r,8,f)=V(r,&-p) alleen een func 
-tie van r en het verschil van f) en r} nl. B-p.Men past nu een 
deeltjescoördinatentransformatie toe volgens:?~?,B~B-?. 
Nu zijn (r',f)')=(r,8-t;) de deeltjescoördinaten t.o.v. een co
ordinatenstelsel dat met de rotator meebeweegt (lichaamsvast 
assenstelsel),en waarin de x~as overeenkomt met de rotator

(syrnmetrie)-as.Beschouw nu de integraaluitdrukking voor het 

matrixelement (m~m~ I HlmpmR~~ in de nieuwe coördinaten. 
Het matrixelement 

IR-t'mj~ -t""ft~ [~~,;l -~o.i. ()j-!..t;l -~ _/)2. + VttJl -rJ)7 .e''ll1p(} .e ,.",R, o{(} d~ 
Viii VIif 1 i~ I ort -t 3i .t JR ö(l 1 ') Jt ott j vn ll2ff 

(37) 

gaat m.b.v. 

t/J'==r/J en dus fJ!o9 = %e' 
f)' = {}- tj; ~~ = %p' _ %e' over in; 

r~~:J.mR1. .;.t (dl. f l) f"mc.J Ó. I + ~ lef._ 1 1 I l 1 JR - 1 Mp 01~ -1- i ö-t + ~ ~ ~ "',o' w;, "), +ll11t J '"Jo """'R 

(38) 

Hieruit ziet men dat er diagonaliteit optreedt in M=mp+mR' 

(totale impulsmomentquantumgetal bij totale impulsmoment Jz) 

waarin het behoud van het totale impulsmoment weer tot uit-
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drukking komt. 

Hoe ziet het gekoppelde stelsel d.v.-en er nu uit? 
In hot gekoppelde-kanalen-formalisme,met de ontwikke!1ng 

. ()' .,."", 
'f(.~t'&'t)') = [ u,.,", PIJ -et~ e' (f) ",,. 

~"'p T v.m v.m- (39) 
voor de golffunctie,volgt; 

t~l.- E -f -l'"m; --!:_ /~ -1- J_ J+ u erJ 7 {JN (tz) ::: 
.2. JR ..t~ 'tz .tl'lp { d-'r il"'.t "'P "'PJ "P 

- 'X v", ",ttJ UM ,~) . 

(40) 

":"' "",. p ,. ; 
Hieruit blijkt dat het gekoppelde stelsel d.v.-en afhankelijk 

is van mp èn mR afzonderlijk. 

In de adiabatische benadering,met de ontwikkeling 
> ,·",,s' •' 

'f ft Ie ') = L- (Airlé f:t) ~ p r.iJ p 
1 wr,: '{j[ îlm ( 41) 

voor de golffunctie,volgt; 

r ...tl. d.I. , Wl.a.) 'I ~J ~ 
L (t.-E) - :a ( dlt.l + ij~? + V ~".~jtJ."",tz) = -L;L""v"P~b) u.,;3J 

" ,.,". .. p (42) 

Het gekoppelde stelsel d.v.-en hangt niet meer van M,wel nog 

van mp af. 

Hieruit ziet men dat in de adiabatische benadering de keu 
-ze van het lichaamsvaste assenstelsel voordelig is;vergelijk 
met (26),dat voor elke? afzonderlijk diende te worden opge

lost. 
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II. ROTATIONELE AANSLAG VAN EEN DRIE-DIMENSIONALE STARRE 
ROTATOR. 

De bedoeling van dit hoofdstuk is om naar analogie met de 
twee-dimensionale adiabatische beschouwing,de grote lijnen 
van de drie-dimensionale adiabatische methode aan te geven. 

Hoe ziet nu het stelsel gekoppelde d.v.-en er uit voor de 
adiabatische benadering in de drie-dimensionale beschouwing? 
Ter oplossing van de twee-dimensionale adiabatische tijdon
afhankelijke Schrödinger-vergelijking werd voor de golffunc 

-tie-ontwikkeling gekozen; 
t'm (J' m 

Um/lt) ..e l' (1.) p 

\!.i" v:trr 
'f tt) ()') = L. (1) 

waarin mp het 

moment '~ van 

"".," 
quanturngetal is behorende bij het baanimpuls-

.. 
l 

het projectiel. 

y 

1<' .... .... ..... .... .... 

J( 

Fig.5a:Tweedimen

sionaal ;J .L x-y-vlak. 

z ... 
.f 

y 

Fig.5b:Driedimensio-.... 
naal;projectie van~ 
op z~as behouden. 

_.. 
In de drie-dimensionale beschouwing staat I in het algemeen 
niet loodrecht op de z~as(lichaamsvaste assenstelsel wordt 
aangegeven met x~y~z~assenstelsel;de z~as komt overeen met 

de symmetrie-as van de rotator),met als gevolg dat men twee 
quanturngetallen nodig heeft om ~vast te leggen.Quantumgetal 
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...... 
.!bepaalt de grootte van~ ,m3 bepaalt de projectie le'vnn 

fop de z~as.(Zie fig. 5 ). 
In het twee-dimensionale geval is het hoekafhankelijke deel 

van de golffunctie slechts afhankelijk van a:de hoek tussen r 
en de rotator-as x~In de drie-dimensionale beschouwing is de 
golffunctie afhankelijk van de twee bolhoeken B'en ~'t.o.v. 
een x~y~z~assenstelsel. 

Naar analogie met de twee-dimensionale beschouwing zal in 

de drie-dimensionale beschouwing de volgende keus voor de. golf 
-functie-ontwikkeling voor de hand liggen; 

'f('z: B ;tJ ') = ?- ut':;. PiJ 'lt "'(&; ~') {t/ (2) 
-r mJ 

(De functie expJfmp&~ is de eigenfunctie ~an de twee-dimensio-
nale operator ~ =-1'120M ;Ylm (IJ,rjJ) is de eigenfunctie van de 

3 . 
drie-dimensionale operator 

Men kan echter aantonen dat ~,een behouden grootheid is: 
de adiabatische Hamiltonoperator ziet er als volgt uit; 

(3) 

Deze operator oommuteert met de aan ~z'toegevoegde operator 

-ih d ~ rl>' ;dit betekent dat -lil, een behouden grootheid en m3 

dus een goed quanturngetal is. 
Voor elke m3 afzonderlijk kan men de Schrödinger-vergelij

king oplossen zodat het gekoppelde stelsel d.v.-en dat men 
vindt ontkoppeld is naar m3 .We kiezen dus voor de golffunc
tie-ontwikkeling; 

u/ f'z' &.' ~J = ...!. '> u ei; V (I}'~~ (t).( 
T ' ' ' ~· L- lm llm J 

./ J :.a (4) 

De drie-dimensionale adiabatische tijdonafhankelijke Schrö
dinger-vergelijking in het lichaamsvaste assenstelsel wordt 

-23-



gegeven door: 

H tul rr.z: o.'rP 'J = 

[ e - .~.;;/ f ;;. " + ;_~.;,..'ti.~ '"ie ..;..e}ii . ..mo~.) j + Vtt,ej <Ir"; IJ, tP') 
( 5) 

= E V(.z'&~J 

Substitutie van de ontwikkeling (4) in (5) en vermenigvuldi

ging links met [ (i l y !m3 ( e~~')]~ levert na integratie over e' 
en tj' het stelsel gekoppelde d.v.-en; · 

Çt-E)t-~ ,/~f'J- ~1 
dl. + V, t' et) J tt.t' ~J::: -l ~ "~J ~ f!I.J ( 6) r· J~ .? ., f1i1. -~"i "'J J ~ '"'' ~ ~ "j 

waarin het potentiaalmatrixelement wordt gegeven door: 

(7) 

Opm.In de adiabatische benadering is in de Hamiltonopera
tor de rotatie-energie-operator vervangen door een con
stante E .Hierdoor kan men de Schrödinger-vergelijking 
voor elke kernoriëntatie afzonderlijk oplossen.De ori
entatie wordt bepaald door de Eulerhoeken a=(81 ,82 ,83 ) 
t.o.v. het lab-systeem.Na het oplossen van de Schrö
dinger-vergelijking in het lichaamsvaste assenstelsel 
(z~assenstelsel) kan men m.b.v. een transformatie tus
sen lichaamsvast en lab-stelsel het verstrooiingspro

bleem voor alle oriëntaties oplossen.(Zie Lit. l 
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III. HET "VIJFDIMENSIONALE" HARMONISCHE-OSCILLATOR-MODEL. 

Dit model dient ter beschrijvimg van een vibrerende sfe

rische kern. 
Een niet gedefo.rmeerde even-even-kern verto·ont zoals men 

gezien heeft in de inleiding wat betreft de laagst gelegen 

energieniveaus een vibratiespectrum.Hoe beschrijft men nu 

het gedrag van een vibrerend kernoppervlak,dat deze trilling 
-en uitvoert als gevolg van de collectieve bewegingen van de 

nucleonen? 
I.p.v. de kern te beschrijven met 3A vrijheidsgraden,(elk 
van de A nucleonen heeft 3 vrijheidsgraden),introduceert men 

nieuwe coördinaten ~~. 
Deze coördinaten ()(ÁJ"heten de zgn.collectieve coördinaten van 
de kern. 

M.b.v. een klassiek beeld van de kerl!li definiëert men deze 
variabelen.Hieruit construeert men een Hamiltoniaan.Na toepas
sing van de regels uit de quanturnmechanica verkrijgt men de 
gequantiseerde vorm van het klassieke beeld. 

De collectieve coördinaten ~À)4die de beweging van het kern 
-oppervlak beschrijven,worden gedefiniëerd door de ontwikkeling 
van de voerstraal R(~~~ naar het kernoppervlak,naar bolfunc
ties; 

/((~tAf}= Ro { J f ~ ~~ (f) '/;./A-(~~j} (1) 

Klassiek zijn de sferische te~orer ~/' tijdafhankelijk en be
schrijven een trillend oppervlak. 

Uit de invariantie van R~~t}onder rotaties,(waarbij zowel 
waarnemingsrichting als kernoppervlak gedraaid worden),volgt 

dat f<tt:J>fjPfJJ een scalair moet zijn. 
M. b. v: }« x re;pS'J= L .I{,~f~) 'i.v(~rp) volgt dan dat er geldt: 

ly.t V F~ QL', /i);:: z ])C",U 0(_ ft) 
À_,<.l" V Y/' /\V . 

Hierin zijn (Bj) de Eulerhoeken,die de stand van het gedraai-
de stelsel t.o.v. het oorspronkelijke assenstelsel aangeven. 

Vanwege het feit dat Rf~~l:) een reële grootheid is volgt met 
behulp van de eigenschap van de bolfuncties, ~::~~):{-t),.u. >f.)~rp) 
dat 

C(~ - ( -1 j..P" d_.~, ?" 
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Opm. Men zou in uitdrukking (1) kunnen werken met reële 

parameters door reële combinaties van bolfuncties te 

kiezen. 

Neemt men in de ontwikkeling (1) alleen termen mee met À=2, 
m.a.w. 

R(~~Jt)= Ro [1 i-~ rx;;(-t) ~{fj_~)} (la) 
dan veronderstelt men dat het kernoppervlak slechts deforma

ties van het quadrupceltype vertoont. 
Voor de beschrijving van het kernoppervlak voor wat betreft 

quadrupcol -vibraties en/of -deformaties zijn er vijf afhank
elijke complexe parameters ~.;u ~-2,-1,0,1,2) nodig. 
Relatie (2) beperkt het aantal onafhankelijke reële parameters 
echter tot vijf. 

I.h.a. bestaat de Lagrangiaan uit een kinetische energie
term en een potentiële energieterm volgens: 

~ ( CX)rX) = T(otJót) - \ti~) ( 3 ) 
De Hamil toniaan is dan van de vo-rm: 

(4) 

Hierin is ~ de kanonisch aan de coördinaat ~ toegevoegde im

puls. 
Deze vorm van de Hamiltoniaan specificeert nog geen kernmodel, 
doch alleen de structuur van de Hamiltoniaan in de variabelen 

0( .Deze Hamiltoniaan kan vibraties om een bolsymmetrische 
evenwichtsvorm,ro:taties van een permanent gedefo·rmeerde kern, 
maar ook rotaties en vibraties van een permanent gedeformeer
de kern beschrijven.Welk geval er speelt hangt af van de struc 
-tuur van de potentie'le energie V(OC). 

Het energiespectrum bij zo'n Hamiltoniaan hangt af van de 
traar,heids- en stijfheidsparameters. 

Beschouwt men nu het geval van quadrupoolvibraties van een 
sferische kern,dan ligt in verband met het laagenergetische 
energiespectrum dat deze kernen vertonen,een harmonische-oscil 
-lator-model voor de hand. 

Vanwege de vijf onafhankelijke parameters (zie boven),dus 
een "vijfdimensionaal"-harmonische-oscillator-model. 
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In dit model noteert men de klassieke Lagrangiaan als volgt: 

( 5) 

De uitdrukking voor de Hamiltoniaan luidt dan: 

?(o/1. - j 8Jl ~ I TT~ ft) 1
1 

-r ï- ; Ivo lt ( 6) 
De kinetische energie wordt, vertegenwoordigd door de eerste 

2 
term,(vergelijk l-dimensionaal:px/2m),en de potentiele ener-

2 
gie door de tweede term,(vergelijk 1-dimensionaal: cx72 ). 

De Hamiltoniaan (6) beschrijft vijf harmonische oscilla
toren,elk met "massa" B2 en "veerconstante" C2 met frequen-

2 
tie W 2 =C 2 /B2 • 

Quanturnmechanisch ziet de Hamil to,noperator er nu als volgt 
uit: 

Hcoll = /s. ~ I~ 1

2 

+ ~ ~ les.;« 1
2 

(7) 
met ~=(-t.'.f) ~GtJ.M; ~en ~zijn nu operatoren. 
I.p.v. de operatoren ~~en ~introduceert men nu een stel f 
creatie- en annihilatie-operatoren voor fononen namelijk ;B~ 
respectievelijk /) ,volgens: 

f~ 

ex~ = '/$ . /.4~ + f-1)~!1."'/" j 
ny. =i.~ .p-tt';~_.,- ~~ J 

(8) 

Opm.De oscillatorquanten worden naar analogie met de col
lectieve roostervibraties van kristallen fenenen ge
noemd. 

In termen van deze creatie- en annihilatie-operatoren luidt 
de Hamiltonoperator nu : 

~-ti = -t 14 J ( ,d: ~-~ + f J 
De operatoren !JtenA voldoen aan de onderstaande 

~ ~ {A Af] ó_ -regels, 1-.yc :~r1 v- = ~v 

fi~,A~l=!I~A.} = o. 

(9) 
commutatie 

(10) 

de zgn. commutatieregels voor een bosonveld. 
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Uit de transformatie-eigenschappen onder rotatie van cx.Aris af 

te leiden dat de fononen spin À (=2) met een z-component ",u heb 

-ben. 
_, À 

Uit het gedrag van ~~ onder ruimte-inversie, ( Pot.>./"P =f-1) ~)t' 
met P de pariteitsoperator),volgt dat de fononen pariteit 
(-l)À=(-1)~+1 hebben. 

De vacuümtoestand lü) wordt nu als volgt gedefiniëerd; 

;.:1~ I o > == o. ( 11) 

De operatoren /3./ enA zijn creatie- resp. annihilatie-opera-
"'-"' -!.M toren;werkend op een toestand wordt een fonon met impulsmoment 

2 en een impulsmomentcomponent;Ulangs de z-as,gecreëerd resp. 
vernietigd. 

De bezettingsgetaloperator I nu= f3z.u 1AA cammuteert met H 
r- 7 F~ col1. 

zodat men een gemeenschappelijke basis van eigenvectoren van 

n;U en Hcoll. kan kiezen.De bij de operator n~ behorende eigen
waarde N~ ,het bezettingsgetal,is dus een goed quantumgetal. 

Uit definitie (ll) vcJ>lgt dat n#IO>=O,d.w.z. in de vacuüm
toestand is er geen fonon aanwezig.De vacuümtoestand komt over
een met de grondtoestand van de kern. 

Een component van een basis van N-fonon-toestanden bestaan
de uit N _2 fononen in de toestand.)"- =-2, N _1 fononen met)" =-1, 

N0 fononen met;« =0, N1 fononen met;« =l, en N2 fononen met/"' =2 
is van de volgende vorm; 

I o> 

(12) 

M.b.v. commutatieregels kan men inderdaad aantonen dat 

n~ 'f;_z~~_, ~ 1'1, 1'1, == I} '!;_, !Y_,f'l. 1'1, ~ 
De laagste aangeslagen toestanden van de harmonische quadru

pcol-oscillator worden aangegeven door x(/'1} :::I t/·I !1, / ' 
I/'1. J 'I 

waarin I het totale impulsmoment, M1 de z-prgjectie van het 
impulsmoment en N het aantal fononen weergeeft. 
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Opm. Voor N>3 is er een extra quanturngetal nl. "seniority" 
v nodig om de toestand te kunnen beschrijven;zie Lit.2. 

De 1-fonon-toestand heeft impulsmoment I=2 

/1; 2M1) =(i;M I o > 
I 

Deze toestandsvector is genormeerd;m.a.w. <1;2M1I 1;2MI) =1. 
De constructie van de 2-fonon-toestand geschiedt volgens 

het samenstellen van de impulsmomenten I 1 =2 en I 2=2 met M1 =m1 
1 

en M1 =m2 van de fononen. 
2 

Groepentheoretisch worden de impulsmomenten I 1 eni2 gekoppeld 
tot een totaalimpulsmoment I en projectie M1volgens het uit
reduceren van het directe product der beide irreducibele repre 

-sentaties: (zie Lit.? ) 
12 ·J M) .:: A L. 

) ''I Imm. 
1 ;f 

( 1 rn, 2 174 I I f1 ) /3.,~ 4~ I o > 
ol (13) 

AI is een normeringsfactor. 
In eerste instantie zou men concluderen dat I=O,l,2,3,4 

volgens II 1 -I21 , I I 1 -I21 +1, •••• , II 1 +I21 mogelijk zouden zijn. 
Indien men echter de normering van de toestandsvector I 2;IM17 

.t I 
beschouwt,dan geldt <2;IM1 12;IM1)=1A1I{l+(-l) i . 
De 2-fonon-toestanden met 1=1,3 kunnen niet genormeerd worden 
omdat de bijbehorende golffuncties identiek nul zijn. 

Dit vindt zijn oorsprong in het feit dat de golffucties sym
metrisch moeten zijn onder verwisseling van de fononen,van
wege het feit dat deze deeltjes het boson-karakter bezitten. 
Verwisseling van de fononen komt in (13) neer op het verwis

selen van de creatie-operatoren (3~m1~~m--;+ f>~m/~~m1 en m1~m2 
in de Clebsch-Gordan-coëfficiënt. 

Uit de commutatieregels voor bosonen (10) volgt dat ~;m~~m 
t At 1 .. 2 gelijk is aan ~ 2m1 _ 2m1 .Daar echter de Clebsch-Gordan-coeffi 

-ciënt voor oneven waarden van j 1+j 2-I antisymmetrisch is on
der verwisseling van (j 1 m1 ) en(j 2m2 ) volgens 

j1 +j2 -I 
( j 1 m1 j 2 m2 I ™r ) = ( -1 ) ( j 2 m2 j 1 m1 I ™r ) ,volgt 

dat voor oneven I, 12; ™r> identiek nul is. 
( ) -1/2 Voor I=0,2,4 geldt A1= 2 • 
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In onderstaande tabel vindt men een specificatie van de 

0,1,2-fonon-toestanden. 

N: golfvector: I: E: 
0 

1 

2 

IO;OO)==O 0 ( 5/2 )hw2 

ll; 2MI) =f.3~M I 0 > 2 ( 7/2 )l'lw2 
I 

I2;IMI)= -l/2.[ At 1, 0 
(2) (2m1 2m2 1 IMI) 2m 2mlo> 2 ( 9/2 )nw2 

m m· t 2 4 1 2 

Opm. Men kan uiteraard het nulniveau van de energie-schaal 
leggen bij de energie van de vacuümtoestand (grond
toestand van de kern).De 1-fonon-toestand heeft dan 
een energie l'lw2 en de 2-fonon-toestanden een energie 

2l'l~ • 
De eenvoudigste test voor de geldigheid van dit model zal be

staan uit het vergelijken van het energiespectrum met het 
waargenomen energiespectrum van de betreffende kern.(Zie fig.6) 

1/-------- 2..SO 4+ .2.29 
2: 2..16 

1/ lH/ 
+ 1.33 l'~ fl., t 1.31 

rF(MtV) 
q" I.U i 

+ 
E (MeV} 

2., o.62 

+ 0 o+ 0 o, I 

60Ni 112Cd 
Fig.6 :Lage-energie-spectra. 

Uiteraard zal de ontaarding van het 2-fonon-niveau in werke
lijkheid opgeheven zijn omdat de Hamiltonoperator slechts 
voor kleine vibratie-amplitudes correct is.Het is slechts de 
eerste term in een ontwikkeling naar ~zp• 
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De volgende termen geven aanleiding tot anharmoniciteit en 

heffen de ontaarding op.Het model io dus slechts v2n toepas

sing als de opsplitsing van de ''ontaarde" niveaus klein is 
vergeleken met tl.W:z • 

De realistische laag-energetische spectra voor de door ons 
beschouwde kernen 60Ni en 112cd zien we in fig. 6 • 

Neemt men de anharmonische termen in de Hamiltoniaan mee 
dan vindt men voor de toestanden: 

0 
aoo A~o + ao:a X~o + ~ a~~o lo;oo)= Xoo = 

>2 

~; 2M)= x~~ = a11 x~M+ a12 x:M + L a1"x :,., (!4) 
rl>l 

en b.v. 

a21 A~M+ a2 2 x~M + L a2"x:M I2;2M)= 
2 

X2M = 
ti>t 

m.a.w. er treedt bijmenging op van de andere niveaus met de
zelfde I en M1 .(Zie Lit. 8 ) 

Veronderstel dat in de interactie-potentiaal die de wis
selwerking tussen een sferische kern en een projectiel be

schrijft,de kernstraal R0 als parameter optreedt;V=V(r;R0 ). 

Als de kern vibreren kan,ligt het V0-0r de hand als potentiaal 
-model te hanteren dat R0 wordt vervangen door R0 + Ó ((),rj;,ot.), 

waarin! de verschuiving voorstelt van het kernoppervlak in 

de richting ((),rj;) namelijk Ó(8,r/;,~)= R0 L.rX.:'p Y2p (8,rp). 
Voor kleine oscillaties geldt dan; 

V(Ji; R) = Vf.i(· 'Ro} + ~·Ó~. + ./..o. t. 

VA; R.) + ~J.=f-w· Ro· f.t' L / [5. f+f-1)~ { \j (~,JJ. (~~5.a).t. 
:1 lt "·,....u ll 'SA" ~~"'JA ~ 

Hieruit blijkt dat de interactiepotentiaaloperator de moge-
lijkheid biedt om een vibratie-toestand te exciteren.Twee
fonon-toestanden kunnen geëxciteerd worden door een twee
staps-preces waarin elk fonon op z'n beurt wordt gecreëerd, 
of door het effect van een kwadratische term,in(l5) weggela
ten,als 1-staps-proces. 

Men ziet dat de deeltjes-fenon-interactie in eerste in
stantie evenredig is met aY oftewel met _aV als V=V(r-R0 ). 

3R. ~/{. 
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Uit het feit dat V in het algemeen vlak verloopt in het inter

ne gebied van de kern en variëert in de buurt van het kern

oppervlak ( Saxon-\'loods-potentiaal, zie appendix B), blijkt dat 
de term oV/0~ een piek vertoont nabij het kernoppervlak. 
De deeltjes-fenon-interactie zal voornamelijk meespelen wan
neer de deeltjesgolffunctie aan het kernoppervlak significant 

van nul verschilt. 

r• 
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IV. DE ENERGY-SUDDEN- EN CENTRIFUGAL-SUDDEN-BENADERING. 

Beschouwt men de relatieve beweging van de kern en het 

projectiel,en kiest men de assen van het assenstelsel even
wijdig aan die van het laboratorium-stelsel,dan ziet de tijd 
-onafhankelijke Schrödinger-vergelijking die de verstrooiing 
van een spinloos projectiel aan een vibrerende kern beschrijft 

er als volgt uit; z 

f'fm~~.~(~t'"ft) + 2/",'l~. + ~(ot:J~J + V(~t,~;.,otlj t~)B,;,«)= E 'f/éz,B.rJ.c~.). 
(1) 

Hierin is m de v,ereduceerde massa van het kern-projectiel
systeem en E de energie. 

Hen kan aantonen dat de exacte Hamiltonoperator H cammu

teert met de operatoren Jx,Jy,Jz en 7T ,m.a.w. [H,J) =[H,Jy]= 
~,J ]=[H,rr]=O.Hierin zijn J ,JY,J de operatoren behorende ~ z. - x z 
bij de x-,y-,resp. z-component van het totale impulsmoment, 

en rr de pariteitsoperator.Daar de operatoren Jx,Jy,Jz niet 
onderlinr, cammuteren is het niet mogelijk een gemeenschappe

lijke basis van eigenvectoren te kiezen,zodat Jx'~y en Jz 
niet "gelijktijdig" vastgelegd kunnen worden. 
Uit bovenstaande commutatie-eigenschappen volgt dat de abso
lute waarde van het totale impulsmoment,de z-component van 
het totale impulsmoment en de pariteit behouden grootheden 
zijn.De corresponderende quanturngetallen J,M,en rr zijn dus 
goede quantumgetallen.Voor elke J,M,rrcombinatie afzonder
lijk kan de Schrödinger-vergelijking dus worden opgelost. 

Opm.Het behoud vaniJlen Jz is het gevolg van het feit dat 
het systeem kern-projectiel symmetrie vertoont onder 
rotaties van het systeem als geheel. 

Opm.Het behoud van IJ'I ,Jz en TTgeldt zonder dat men een 
of andere benadering toepast in de Hamiltonoperator, 
en blijft gehandhaafd als er later wel benaderingen wor 

-den toegepast. 
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Voor het geval van een even-even-kern hebben de laagge

legen energieniveaus positieve pariteit nt=+l.Voor het pro

jectieldeeltje is de pariteit gelijk aan rrp=(-)l,waarin I het 
baanimpulsmomentquantumgetal van het deeltje is. 

Hieruit volgt dat de pariteit van de ingaande partiële golf 
gelijk moet zijn aan de pariteit van de uitgaande partiële 
golf;m.a.w. ll~t'l=2n met n=O,l,2 .•.. 
In het gekoppelde-kanalen-formalisme betekent dit,dat alleen 
even~~ onderling ,en alleen oneven IJs onderling gekoppeld zijn. 

In het door ons te beschouwen model veronderstellen we nu 

dat de potentiaal,die een deeltje voelt in de richting (ep,~p)' 
de potentiaal is voor de kern in de sferische evenwichtsvorm, 

verschoven over de bij die richting (ep,~p) behorende versehui 
-vinc ~ van het kernoppervlak. 

In de potentiaal voor de sferische kern treedt de kern
straal R0 als parameter op;V=V(r;R0 ).(Zie hoofdstuk VII). 

Voor de kern die quadrupoolvibraties om een sferische even
wiehtsvorm uitvoert volgens; 

betekent bovengenoemde veronderstelling dat V(r,ep,~p'~)= 
V(r;R0 +~).Hierin is Óp de afwijking van de kern t.o.v. de 
bolvorm,in de richting (ep,~p) van het projectieldeeltje. 
Dit betekent dat de kernpotentiaal V slechts via de combina

tie Óp=(ep,~p'~) van de coördinaten (ep'~p) van het deeltje, 
en van de ~~-coördinaten van de kern afhangt; V(r,ep,~p'~)= 
V(r,ÓP).De equipotentiaalvlakken hebben dus ruwweg dezelfde 
vorm als het kernoppervlak. 

De eerste benadering die men nu aanbrengt is de zgn. energy 
-sudden-benadering.Men vervangt hierbij de targethamiltoniaan 

Ht (0!, 0/3«) door een constante [.Met deze benadering wordt vaak 
het klassiek analogon geassocieerd dat ~~ slechts weinig ver
andert gedurende de botsing. 
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De tweede benadering,de zgn. centrifugal-sudden-benadering, 

die in de molecuulfysica met wisselend succes wordt toegepast, 

houdt in dat men de baanimpulsmomentoperator van het projec-
_..t 

ti el, ..l , in de Hamil tonoperator vervangt door een constante, 
- - 2 

namelijk +t(f+l).E.Deze benadering werd door Inopin (zie Lit.g) 
geintroduceerd in de kernfysica. Hij paste de benadering toe 

in het geval van diffractie-verstrooiing aan een sterk absor

berende kern. 

Over de criteria waaronder deze benaderingen opgaan is men 
het in de literatuur niet eens.Vooral wat betreft de centrifu 
-gal-sudden-benadering, die in vele recente artikelen van b.v. 
Inopin betreffende kernfysische,en b.v. Kouri,McGuire,Don Se
crest betreffende molecuulfysische verstrooiingsproblemen,ter 
sprake komt,geven deze geen duidelijk beeld omtrent de juiste 

inhoud van de benadering.(Zie Lit.lQ). 

Opm. Voor zover bekend zijn de hier ·behandelde berekeningen 
de eerste numerieke toepassing van deze centrifugal

sudden-benadering in de kernfysica.(Zie Lit.l3). 

Door het toepassen van de beide benaderingen wordt de radi-
ele beweging van target-projectiel losgekoppeld van de hoek
beweging.Voor elke (e,~,~)-combinatie oftewel voor elke [af
zonderlijk,kan men de Schrödinger-vergelijking oplossen.M.a.w. 
[treedt nog slechts als parameter op. 

[ -.i. a rL + ~1/(f +;) + l - E -r \ ''r·ó)] n lh·ó) = 0 
1 m dra. ~ m r 1 Vt• J "- - \. •" • 

.f"E 
( 2) 

Er rest ons nu in tegenstelling tot het volledig gekoppelde 
-kanalen-formalisme slechts ~ ontkoppelde tweede-orde-d.v •• 
Deze dient evenwel voor een in principe oneindig aantal Ó-waar 
den opgelost te worden. 

Men ziet uit de vorm van vergelijking (2) dat indien men 

een RJ-&~·l) als oplossing bepaald heeft,men deze mag verme
nigvulcfïgen met een willekeurige functie van l oftewel ( B,cp,cx.). 
De productfunctie is dan ook een oplossing van vergelijking (2). 
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Met welke functie men vermenigvuldigt hangt af van de keuze 

van de formulering van de randvoorwaarden. 

Kies b.v. voor de randvoorwaarden op rm de volgende 
(Voor het gemak,ongeladen deeltjes) 

- i(lt:JC -i lfJ i ( lr-r. -l:Y) 
R_- (/fj·á} ~DO .e - s_- ( d) e 
~[ ~é 

vorm: 

( 3) 

Vermenigvuldigt men nu met de golffunctie overeenkomend met 
. ./ ( -yfN) \ 

de begintoestand(zie opm. op vo1gende blz.) nl.(LJ 'fé8~ J:rM 

dan geldt ook; 

[ · I' fNP ]* Vermenie;vuldigt men met (t.} (~,f!J'XI,~M en integreert men 
over 8 , cj, en ol. dan vindt men; 

~- · 4 '/'I'J' tt/I "fJc J 
met 

Dit is volledig analoog aan de gekoppelde-kanalen-formulering 

van de randvoorwaarde op rm;een inlopende golf in het fysisch 
ingangskanaal en uitlopende golven in alle kanalen.(form.I.ll). 

~- /1: 1/Y. is een benadering voor de gekoppelde-kanalen-radi 
7l/llYI ( 'I R tt> 

J -ele golffunctie l'tti• 
In (4) is Sfi·INithi het matrixelement van Jl1.-~Jtussen de toe 

t' J UN')j E -standen fö(~,® tf..-_, JM overeenkomende met het uitgangskanaal 
en (iJ YV®X(N~'./T 1 

overeenkomende met het ingangskanaai, en is 
f.t I ,." 

een benadering voor het gekoppelde-kanalen-S-matrixelement 

~l/'l/11.fNI ' I 

J -t"(-IJt-tf) 5 1/j"' t(.ht-lifj) (5) 

f?tt/}) ~~~~' e ~~óN'N~Z- -:t'Nl/NI Vf' -~ 
I.h.a. wordt de benaderde gekoppelde-kanalen radiële functie 
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Rl{t'l) verkregen door 'R_ti(l1'Ó) te sandwichen tussen de golfvec

toren overeenkomende met het kanaal waarin je kijkt,resp. het 

kanaal waarin je een mathematische aanzet dan wel een inlopen 
-de golf laat optreden. 

Opm.Beschouwen we d.v. (l),dan zien we dat er in het bui
tengebied r)rm volledige ontkoppeling optreedt van d.v.CD 
indien we oplossing 'f' ontwikkelen naar gemeenschappe
lijke eigenfuncties van de~: resp. de kernhamilton

o~erator Ht(~,0/0~).De eigenfuncties van de operator 
{zijn de sferische harmonischen i ,die van de kern-

an x(NJ 
hamiltonoperator zijn de kerngolffuncties x~ • 
Schrijft men de golffunctie fook nog als eigenfuntie 

... 2 
van J en Jz dan vindt in het binnengebied ook gedeel 
-telijke ontkoppeling plaats.Op groepentheoretishe gron 
-den kan men de directe productruimte reduceren tot een 

deelruimte met zekereJen M.De golffunctief kan ge

schreven worden als: 

'j/ft Br/JIX) = z I ~l) (./m,I/ti,/TI1)(t)tv xM 
J J I t !II "11- 1' t' J. /1? I"} 

= / ~tiYI~J /t) I (Y.:@ r!:J) 
l#I --::r- '' '.1 I J"M · 

Keren we nu terug naar de d.v. (2).Indien men J( __ lh·ó)voor ([(~I 

een aantal Ó-waarden bepaald heeft,kan men door deze waarden 
een polynoom van lage graad leggen,b.v. 

'R--ft;t) = Coft) +c;fiJÓ -1-C/Il) Ó
1 = 

IE w .a~ ~ * 
(6) Çfz) + Çfl)~Ja'~ ~ + Çfz)~ j-v~~v ~ 'Xv 

Hierbij neemt men aan dat de golffunctie slechts zwak af-
hankelijk is van [ ,dus ook van <X ,zodat alleen de laagste 
termen hoeven te worden meegenomen. 

Deze aanname hangt zeer nauw samen met het feit ,dat uit 
gekoppelde-kanalen-berekeningen volgt dat slechts een beperkt 
aantal niveaus gedurende de botsing significant gekoppeld zijn. 
Dus het projectieldeeltje exciteert alleen de laagste fonon
niveaus.We zullen dadelijk zien dat dit consistent is met de 
veronderstelling dat in (6) alleen de laagste termen voorko-

men. 
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Zodoende komt het sandwichen van R~liftJ· &)neer op het bepa
len van de matrixelementen van Ó en ó.t. • 
In Diracnotatie geldt; ,., , 

- ft) . I ' (1'/':J I . . I\ yfN'J j 
Rl-·.l'lr"I''.t'lrt' = f ro ('i~~8 ~I" J"rl'f 7<,--ttj &Jjro Y~,e I' ~M EJ .. 'I J • E 

- c 6.) r ó Á t- c 4 J<f''!t"7"1 [/t't/r'-, -r c(JtJ<I'71'.7"1 tfl'IIY.' 7' '> 
- 0 r'- ~~~ !l'li''T'J'' ,rc1 / ;z l 1 . 

( 7) 

In de integraalvorm luidt deze relatie als volgt; 
7? (-'z) 
l -·I''IY'1'' ('#1' l,. J 

_J'oto dr} ria . .w, B [ri/(~~xJ.'~)\~:fJ{I/(~tp )}~~- ( 8 l 
In de e.s.+c.s.-benadering gaat men ervan uit dat de radi

ele golffunctie 'R.ïlfl;[) slechts zwak afhangt van Ó dus van 
(B,~,~).Dus alleen matrixelementen van ~l~·ó} tussen toestan 
-den die dicht bijelkaar liggen,zullen significant van nul 

verschillen.(Iets dergelijks hebben we gezien in 1.2~ ). 
In de polynoomontwikkeling neem je een paar termen mee. 

Uit gekoppelde-kanalen-berekeningen blijkt dat je de aanslag 

naar de drie-fanon-toestanden vanuit de grondtoestand niet 
3 

hoeft mee te nemen;hieruit volgt dat de (~) -term geen bijdra 
-ge levert.Ook de andere derde-graads-termen overeenkomende 
met meerstaps-processen zoals tweemaal creëren en eenmaal 
annihileren leveren geen significante bijdragen. 

De zwakke afhankelijkheid van R .. nJ·!Jvan dbetekent dat men 
(t 

J?11 ("'l.~·cf) slechts voor een beperkt aantal &""-waarden hoeft op 
te lossen om de coëfficiënten c0 (r),c1 (r),en c2 (r) te bepalen. 

Om het reeds eerder genoemde sandwich-proces wat eenvou

diger te kunnen beschrijven kan men Rll(~;ó) beter schrijven 
als een multipoolontwikkeling volgens; 

&. ) ft) Jt) {t),lf 

R --{.Jt.~·b') == L CÁ t'tJ( 1· '/;.) = L ~ 'étJ flAn Xn ( g) 
~E t~ rÀ~ ' ( 

Hierin onderscheidt t de termen van verschillend karakter 
(orde),maar dezelfde tensorrang À • 
AJ1 is een operator die slechts werkt o.p de interne coördi

naten van de targetkern.~ zijn de componenten van een irre
ducibele tensoroperator va~ rang À en transformeren als de 
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(2À+l)-dimensionale representatie van de draaigroep m.a.w. 

11;
1 

== L DrA](&, 4 ~J fl.. 
"V y7 .1\ y 

I AA zijn de componenten van de tensor in het gedraaide assen-
ste;sel,en (91 ,92 ,93 ) zijn de Eulerhoeken die de draaiing van 
het assenstelsel vastleggen. 

De bolfuncties transformeren volgens; 

Y>.~ ;;:n = ~ D~~J (e, 9AJ xse.<PJ 
De mul tipaalontwikkeling ( 9) drukt 'R __ f:t;Ó)dus uit in een som 

ll 
van componenten ,met de eigenschappen wat betreft rotatie van 
sferische tensoren. 
In appendix A ziet men dat men met behulp van het bovenstaand 
"gereedschap" ultdrukking (7) kan uitwerken tot de vorm: 

'Î~·I'W'J;'t!IJ' (/f) = 

l I I I !IV. I",, j-1'1'71 
c/~)(-1)~)1-1 '2 ~1}"-2 ~I; (t'ol''o/).o){J'~''Af <'II~~I'l/1ttl!!I}J) (lo) 

i~ . 

Voor de overgangen die voor ons van belang zijn luiden de uit 
-drukkingen voor de gereduceerde matrixelementen (zie app.A) 
(N";I"II~JII N' ;r'> als volgt; 

/J.J A.t to> 
<o .. ·o/1~ 1/o,·o> = -5:=:: ~o < oJ·o 1/Ro Jl~·o>=m. 

vl.fTT 1 

'I (I) 'I 'I (IJ < o.~ · o /1 11" ft 1 J·1) = < 1 .~· .t J,fl.~ !I~· o > = f3 

< ~·o/1 !if)!l .?;I/= < .2;I/I 11S';!/oJ·o;> == ~ (2.o1o/I o) f,À 

(IJ 'J // f/J~ 1 
// 1,· .2) = ~z. ( .t O.l O/), 0) (.2 + 5 6), of ( 11) vw i 

< l.~·.t// fl.t(/111 iJ·I) == < i.~·I/1 11:''1/ 1;2) = j3 v-~-(~....,..I..-+-ïJ 

< 1 J·I/1 fl;.{
2'll .<, . .I'> =- (' ..t.~·.I '// ll,t'll J 1° I) = 

~ ( .to.toj). o) (V? Yiid ój, oq:_r, + 'i v.iA 1 /I41t1'1/.mi 'rl(utl;IAj 

-39-



Hierin is (l' de verwachtingswaarde van de operator I'"«* o( in 
.t "5"' ~ 5" f; .,..« lp ~ 

de grondtoestand; t5 = <ol ft~~/ o) = .ta&w. · (12) 
M.a.w.~ is een maat voor de vibratie-amplitude.M.b.v. de gere 
-duceerde matrixelementen kan men nu voor elke combinatie 

1''/Yj'~ I'!Y'J' de radiële golffunctie ~--: !J:.J~~)YI' 
uitdrukken in de grootheden c0 (r) ,c1 (r) ,c~1r) /R0 ,~,-!" ,.t;N'', 
N' ,I",I' met N" en N'" 2.In principe kan men deze procedure 
in een willekeurig aantal punten binnen het interval O<r<rm 
toepassen. 
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V. RECH'rVAARDIG INt; VAN DE INTERVALSGE'vHJZE AANPAK, IN 

COMBINA'riE ME'r OPKRIKKEN, IN DE ENERGY-SUDDEN- EN 

CENTRIFUGAL-SUDDEN-BENADERING. 

Ter rechtvaardiging van de intervalsgewijze aanpak van de 

e.s.+c.s.-benadering,beschouwt men de oplossingen van de Schrö 
-dinger-vergelijking in de gekoppelde-kanalen-methode en in de 
e.s.+c.s.-benadering,en bekijkt het gedrag in het binnen- en 

buitengebied. 
Voor de oplossing Y'(r,8,p,~) van de tijdonafhankelijke 

Schrödinger-vergelijking 

zal men in het gekoppelde-kanalen-formalisme,waarbij geen 
benadering aangebracht wordt in de Hamiltonoperator,i.h.a. 
de ontwikkeling kiezen volgens; 

:rM '1'J (""Z) I' (fl')) 
lf ,-('t. f)~ d.) = L "'l'fii' (t.') (~®x I 

./'IY'l' --t 't' 1 J"M 
Men vindt dan op de gebruikelijke manier het 

( 2) 

stelsel gekop-

pelde d.v.-en; 

!-f'd,. + ,t(l+l/~1 
+ V t~J - E + t.(N) 7 R t'CJ =-[. V,,vr$~}· 'R.t/111 

Jmd'll 1 m~• -l!YI/111 IJ !til (t/IIIIti ' ( 3) 

Indien men de combinatie quanturngetallen voor het gemak aan
geeft met c in het geval van (JNI),en met c' voor (IN'I, ), 

dan kan men het gekoppelde stelsel ook schrijven als volgt: 

rttt_~ + wli)7 R {JZJ = - I W/!l J?,,et) 
1 4 "l J c c',Jc J ( 4) 

Hierin is 4J. {'l) = _lm V.~ 's.t'f+!)+ .tm~; fc) de diagonaal term 
cc p cc --t 

en W ,(t) =- Y!! '' ,(v de niet-diagonaal term van de matrix 
cc 'Al Vee 

~. 

In IV.2 hebben we reeds gezien dat in het geval dat men de 
e.s.+c.s.-benadering toepast,het probleem reduceert tot een 

ontkoppelde d. v. in 'R.tt(.Jt~· Ó) volgens; 
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( 5) 

Gebruikt men voor de radiële ontwikkelingscoëfficiënten 

~f'!}I'ÎI.'tiYJ (form. IV.4 ) de notatie Rc,(r),dan blijkt (5) 

bi~ g~bruik van de juiste randvoorwaarden equivalent te zijn 
met 

[1il + t;lcc (JZ;j 'Rc(Jt.) == -? w,,Ç"ZJ ~,et) (6) 
Hierin is c'fc 

w {'t.) = -1. m I l (Jt.) _./{I+ I)+ :l mfE -{) = w (?r.) + ~fc+l)-ff+,J+tm(t-i} 
cc :A.t Vee ~.t .t.t cc ~:t :;p c 

Aldus vindt men de stelsels gekoppelde d.v.-en voor het "ex
acte" geval(~ekoppelde-kanalen-geval),resp. 
-de geval (e.s.+c.s.-benadering); 

R"t.~t) f" tJccf'l) !( (!l.) = - 2 W.cc'et.) '!?,ft) 
C C C'#C 

R;'('t.J + ~,élJ ~~; = - ~<= wc,,ttJ ~,etJ 
Beschouwen we nu het buitengebied r~rm.Hier 
diagonaal termen W ,gelijk nul zijn,dus hier 

" cc 
Re {lt.) f" tJc,lt) Rc€t) = o 

~~~~) f" 4:c;AJ ~{-t) -= 0 

voor het benader 

(7a) 

(7b) 
geldt dat de niet-
geldt: 

(Ba) 

(8b) 

Stel dat ic(r) en oc(r),resp. 
Ic(r) en Oc(r),twee lineair onaf
hankelijke oplossingen zijn van 
vergelijking (Sb) resp. (8a).Men 
kiest deze oplossingen zodanig dat 
in een punt r 0 geldt; 

Voor de oplossingen Rc(r) 
men dan schrijven; 

Rc(r)=Aclc(r)+BcOc(r) 

Rc(r)=acic(r)+bcoc(r) 

Ie (ro )=ie (ro) 
oe (ro )=oe (ro) 

en Rc(r) in het 
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en Ic(r0 )=ic(r0 ) 

O~(r0 )=o~(r0 ) 
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Gaat men er van uit dat in het punt r 0 tevens de functiewaar 

-den en afgeleiden gelijk zijn,m.a.w. R (r0 )=R (r0 ) en RT(r0 ) c c c 
=R~(r0 ),dan betekent dit,dat de coëfficiënten aan elkaar ge-

lijk zijn:ac=Ac en bc=Bc. 
Daar de coëfficiënten onafhankelijk zijn van de plaats (r>rm), 
geldt in elk punt in het buitengebied dat de coëfficiënten 

der exacte en benaderde oplossingen in dit punt r 1 gelijk zijn. 
De lineair onafhankelijke oplossingen voor het benaderde geval 
lijken echter niet op die van het exacte geval.Beschouwt men 
b.v. alleen de energy-sudden-benadering,dan zijn de golfgetal 

-len in alle kanalen gelijk,in tegenstelling tot het exacte 
geval.Hierdoor kunnen er willekeurig grote faseverschillen ont
staan tussen de exacte en de benaderde oplossing.Van de bena
derde oplossing zijn de coëfficiënten in het buitengebied ex
act maar de onafhankelijke oplossingen ic(r) en oc(r) niet. 
Zou men voor willekeurige r;>orm in de ontwikkeling van Rc(r), 

ic(r) en oc(r) vervangen door Ic(r) en Oc(r),en i~(r) en o~(r) 
door I~(r) en O~(r),dan zou men de benaderde oplossing "opge
krikt" hebben tot de exacte oplossing. 

De vraag die nu rijst is,of we deze procedure ook in het 
binnengebied kunnen volgen ? 
Hiertoe ontwikke~en we de oplossingen Rc(r) resp. Rc(r) in het 
binnengebied (oplossing van (7a) resp. (7b)),naar twee lineair 

onafhankelijke oplossingen Ic(r) en Oc(r) resp. ic(r) en oc(r) 

van v\·rgt'LLjktng (8a) resp. (8b) volgens; 

Rc(r)=Ac(r)Ic(r)+Bc(r)Oc(r) 
R~(r)=Ac(r)I~(r)+B0 (r)O~(r) 

R
0

(r)=ac(r)i
0

(r)+b
0

(r)o
0

(r) 

~(r)=a0 (r)i~(r)+b0 (r)o~(r) 
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De ''bewegingsvergelijking" van de coäfficiänten verkrijgt men 

als volgt.Differentiäert men vergelijking (9a) en vergelijkt 
men ae verkregen uitdrukking met (lOa),dan blijkt, 

A~(r)I0 (r)+B~(r)00 (r)=0 (lla) 
evenzo vindt men, 
a~(r)i 0 (r)+b~(r)o0 (r)=0 (llb) 
Differentiëert men nu verglijking (lOa) en substitueert de ver 
-kregen uitdrukking samen met (ga) in (7a),dan verkrijgt men 
een uitdrukking,waaruit men samen met relatie (lla),de afgelei 
-de van de ontwikkelingscoëfficiënten A

0
(r) en B

0
(r) kan aflei 

-den.Er blijkt dat geldt; 

A~(r) _,W,.,.(,..I.,..;;~;..,(-r""'!") -, o:ot"c~(,..r~)~J ~ 0 0 ( r ) W 0 c' ( r ) {A 0 .( r) I c'( r ) + B 0,( r ) 0 é ( r Jj 

B ~ ( r) = -.w'""(,..Ï ..... ~...,.(-r""~") -, 0~0~(,..r""'~)~J fto I 0 ( r) W0 é( r) {Ac'( r) I c'( r) + B c'( r) o é ( r) J 
(l2a) 

Hierin is W(I0 (r),00 (r))=I0 (r)O~(r)-I~(r)00 (r) de zgn. Wronski 
-aan van I

0
(r) en 0

0
(r). 

Op analoge wijze volgt; 

~~c o0 (r )w00,(r) { a0,( r )i0,( r) +b
0
,( r )o

0
,(r) f 

~~c i 0 (r)W00,(r) {aé(r)ié(r)+bé(r)oé(r)j 

(12b) 
Wil het opkrikken in het binnengebied nu echter succes hebben, 
dan dient men ervoor te zorgen,dat a0 (r)~A0 (r) en b0 (r)~B0 (r). 
Uit de relaties (12a) en (12b) voor de afgeleiden van de coëffi 
-ciënten volgt dat hiervoor aan twee voorwaarden voldaan moet 
zijn,namelijk: 

1. a0 (o)~A&o) en b0 (0)~B0 (0) 

2. i 0 (r)~I 0 (r) en o 0 (r)~00 (r),in het koppelingsgebied. 
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I.h.a. is aan deze voorwaarden niet voldaan. 

Dit komt tot uitdrukking in het feit dat de resultaten van de 

e.s.+c.s.-benadering,zonder correctie (~ interval),niet be 

-vredigend zijn.(Zie Lit.l3 ). 
Hierdoor komt de wens naar voren,om correcties te kunnen toe

passen.Geinspireerd door het klassieke beeld,correcties toe 
te passen op de adiabatische benadering,door de botsingsduur 
op te splitsen in tijds-intervallen,gedurende welke men de kern 
-oriëntatie (en/of -vorm) vasthoudt,en op het eind waarvan men 

de oriëntatie (vorm) aanpast,kwam men tot de volgende ~uant~

~echanisch~ aanpak. 
Verdeel het Eadiël~ integratie-gebied in inieEv~llen.In elk 
intervalscheidingspunt past men op de benaderd berekende oplos

sing een correctie toe;het opkrikken • 
. Hierdoor bereikt men dat er per interval tenminste in een punt r 0 

geldt:ac(r0 )=Ac(r0 ),bc(r0 )=B
0
(r0 ),i

0
(r0 )=Ic(r0 ),oc(r0 )=0

0
(r0 ), 

i~(r0 )=I~(r0 ) en o~(r0 )=O~(r0 ). 

Kiest men in een bepaald punt r 0 in het binnengebied de 
waarde en de afgeleide van de twee lineair onafhankelijke op
lossingen van de d.v. (8) voor het benaderde geval gelijk aan 
die in het exacte geval,m.a.w. 

ic(r0 )=Ic(r0 ) ,oc(r0 )=0
0

(r0 ) 

(I) i~(r0 )=I~(r0 ),o~(r0 )=0~(r0 ) ,dan geldt,indien men er 
van uitgaat,dat functiewaarde en afgeleide in r 0 van de bena
derde en de exacte oplossing glijk zijn,R

0
(r0 )=Rc(r0 ) en 

R~(r0 )=R~(r0 ),dat ac(r0 )=A
0
(r0 ) en bc(r0 )=Bc(r0 ). 

Tevens kan men dan aantonen dat de eerste en tweede afgeleiden 
van de coëfficiënten in het benaderde geval in r 0 gelijk zijn 
aan die in het exacte geval; 

1 ( 1 ( , , Al ctJ aJ (IJ 
ac r 0 )=Ac r 0 ),bc(r0 )=B

0
(r0 ),en a

0
(r0 )=Ac(r0 ),bc(r0 )=Bc(r0 ). 

Uitgaande van de exacte oplossing,R (r0 )=R (r0 ) en R' (r0 )= c c c 
R~(r0 ),integreert men de d.v. radiëel in de e.s.+c.s.-benade-
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ring en bepaald zodoende de benaderde functie in r 1 ; 

R
0
(r1 )=a

0
(r1 )i

0
(r1 )+b

0
(r1 )o

0
(r1 ) 

R~(r1 )=a
0

(r1 )i~(r1 )+b
0
(r1 )o~(r1 ). (13) 

Door het opkrikken vervangt men nu i
0
(r1 ) resp. o

0
(r1 ) door 

I
0

(r1 ) resp. 0
0
(r1 ) en vindt zodoende de opgekrikte oplossing; 

~(r1 )=a
0
(r1 )I

0
(r1 )+b

0
(r1 )0

0
(r1 ) 

R
0 

(r1 )=a
0 

(r1 )I~ (r1 )+b
0 
(r1 )0~ (r1 ), (14) 

terwijl de exacte oplossing zou luiden; 
R

0
(r1 )=A

0
(r1 )I

0
(r1 )+B

0
(r1 )0

0
(r1 ) 

R~(r1 )=A
0

(r1 )I~(r1 )+B
0
(r1 )O~(r1 ). (15) 

Zonder koppelingspotentiaal leidt deze opkrikprocedure tot de 
exacte oplossing,zoals in de vorige paragraaf al is aangetoond, 
voor het buitengebied. 
Uitgaande van de veronderstelling (I) op de vorige blz.,kan men 
aantonen dat er geldt; 

Reg(r0 )=Rlg(r0 ) 

~ (tl (2) 
R~(r0 )=~(r0 )=R0 (r0 ) 

~ (2) (3) 
R<g(r0 )=R~(r0 )=R

0 
(r0 ) 

(16) 
Hieruit volgt dat de opgekrikte oplossing in r 1 eerst in de 
vierde orde in ~r(=r1 -r0 =intervallengte) van, de exacte oplos-
sing afwijkt; 

Hierin 

(17) 
De opgekrikte afgeleide wijkt van de exacte afgeleide af in 
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de derde orde in fjr; 

Hieruit blijkt dat de mate waarin de opgekrikte functie van 

de exacte functie f,aat afwijken wordt bepaald door de term 

4wc'c'(r0 )-~'c'(r0 )-3Wcc(r0 ),en des te groter wordt naarmate de 
intervallengte Ar toeneemt.In gebieden waar geen koppeling 

optreedt,wcd=O,treedt er geen afwijking van de opgekrikte op
lossing t.o.v. de exacte oplossing. 
Men kan nu drie gevallen onderscheiden; 

lEr treedt koppeling op ( wcé'~O) , 
Er treedt geen afwijking op t.o.v.de e.s.+c.s.-ben.(w =W ) cc cc. 
~Er treedt geen koppeling op (wcé=O), 

Er is een afwijking t.o.v. de e.s.+c.s.-ben.(wc,~w,, ). 

lEr treedt koppeling op (WcdFO), 
.~r is een afwijking t.o.v. de e.s.+c.s.-ben. (w,, F w,,). 

In de gevallen l en ~ is de opgekrikte functie gelijk aan de 

exacte functie.Geval l wordt door het opkrikken niet geheel 
exact behandeld.Uit (17) en (18) kan geconcludeerd worden dat 
in dit geval echter de exacte functie beter benaderd kan wor 
-den naarmate men vaker opkrikt,d.w.z. de intervallengte klei 
-ner maakt. 

Opm.Men hoeft bij het opkrikken niet de speciale keuze (I) 

te maken.I.h.a. geldt de transformatiematrix ~c ; 

(
Ac(r))= X (ac(r)) 1 (W(Oc,ic) W(Oc,oc),(ac(r)) 
Bc(r) =c bc(r) W(Oc,Ic) W(ic,Ic) W(oc,IcY bc(r) 
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Methode l:Opkrikken in het eindpunt van het interval. 

Dit ~eval is feitelijk behandeld inde vorige paragraaf. 

We beschouwen het interval r 0'r'r1 .Kies ic(r0 )=Ic(r0 ),o
0
(r0 )= 

0
0
(r0 ),en i~(r0 )=I~(r0 ),o~(r0 )=0~(r0 ).(Keuze I}. 

't, 

Fig.7:Dpkrikken in 
het eindpunt. 

Gaat men er nu van uit dat de bena

derde functiewaard,e en afgeleide in 
r 0 gelijk zijn aan de exacte,dan 

-( ( ';:;1' I geldt:Rc r 0 ):Rc r 0 ),en R
0
(r0 )=R

0
(r0 ). 

De taak die men zich stelt,is er
voor te zorgen dat men na integratie 
van r 0 tot r 1 ,in r 1 de juiste trans
formatie kan toepassen om de exacte 
functiewaarde en afgeleide goed te 
benaderen. 

Opkrikken zorgt ervoor dat men ondanks "verkeerde" integratie 
goed genoeg transformeert van r 0 naar r 1 • 

Men gaat er hierbij vanuit dat de transformatie-matrices ~c 

(
Ac(r1 ))= T (Ac(r0 )) (a0 (r1 )\=T (a0 (r0 )) 

Bc(r1 ) =c Bc(r0 ) in het exacte geval,en b
0
(r1 )} =c bc(r0 ) 

in het benaderde geval gelijk zijn. 
Met (I) volgt hieruit dat ~c(zie vorige blz.),gelijk is aan 
de eenheidsmatrix é,en constant in het interval.Bij willekeu
rige keuze van de i's en o's komt dit neer op het feit dat 

men de transformatiematrix !
0

onafhankelij van de plaats kiest. 
In het buitengebied is hieraan exact voldaan.Bij de keuze (I) 

is ~c=é in r 0 dus ook in r 1 .M.a.w. ook in r 1 geldt,a
0
(r1 )=A

0
(r1 ) 

en b
0
(r1 )=B

0
(r1 ).Men integreert R

0
vanuit r 0 tot r 1 en vervangt 

i
0

(r1 ) door I
0

(r1 ) ,o
0

(r1 )door 0
0
(r1 ) ,i~(r1 ) door I~(r1 ) ,en 

o;(r1 ) door O~(r1 ).M.a.w. men past een lineaire transformatie 

toe op (Re (r1 )\ (R (r1 ~ =M (Re (r1 )) 

R' 
0 

( r 1 ) ) v o 1 gen s ; ~ ( r 1 )} = 0 R
0 

( r 1 ) 

~0heet de opkrikmatrix.Met de opgekrikte functie, 
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,_ 
Rc(r1 )=ac(r1 )Ic(r1 )+bc(r1 )Oc(r1 ), 

~c(r1 )=ac(r1 )I~(r1 )+bc(r1 )O~(r1 ), integreert men tot het 
volr,ende intervalscheidingspunt om daar weer op te krikken, 

enz.Je hebben reeds gezien dat de opgekrikte functiewaarde 
in de vierde orde in de intervallengte van de exacte functie 
-waarde afwijkt. 

Methode ~:Opkrikken in het beginpunt van het interval. 

I 
I 
I 
I 

I t -1 .exac __ -... - ----
' 

"l, 

Fig.8:0pkrikken in 

Kies nu in r 1 ; 

ic(r1 )=Ic(r1 ) oc(r1 )=Oc(r1 ) 

i'c (r1 )=I~ (r1 ) o; (r1 )=0~ (r1 ). 

Er geldt nu in r 1 ; ~c=~· 

Op de plaats r 0 nemen we nu de 
transformatiematrix over van de 

plaats r 1 ;in r 0 geldt ook,dat 

~c=è·Het opkrikken in r 0 betekent, 
dat we in r 0 ,Ic(r0 ) door ic(r0 ), 

het beginpunt. Oc(ro) door oc(ro),I~(ro) door 

i~(r0 ),en O~(r0 ) door o~(r0 ) vervangen.De formulering is 
verder volledig analoog aan die bij methode l.Onafhankelijk 
van het feit dat men in het beginpunt dan wel in het eindpunt 
opkrikt,kan men aantonen dat de opgekrikte functiewaarde in de 
vierde orde in ~r begint af te wijken van de exacte oplossing. 

Methode l:Een combinatie van de opkrikmethoden 1 en ~· 

Fig.9:"tweemaal" 
opkrikken. 

I 
I 
I I 

:~ex./~ 
I btn. .".V ""' btn. 
I ."... I 

: -'"Ct. I : 
I I 

Bij deze opkrikmethode plakt men 
als het ware twee opeenvolgende 
intervallen aan elkaar en krikt in 
het eerste interval in het eindpunt 

en in het tweede interval in het be 
-ginpunt op.In r 1 vindt dan een 
gecompliceerdere opkrikprocedure 
voor twee intervallen tegelijk 
plaats. 
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Hoe vindt het opkrikken in werkelijkheid plaats? 

Eigenlijk zou men zodanig dienen op te krikken,dat het punt 

r waarin men de keuze maakt,volgens ic(r)=Ic(r),oc(r)=Oc(r), 

i~(r)=I~(r),en o~(r)=O~(r),overeenkomt met het punt in het 
interval waarin lwcc'leen maximumwaarde bereikt.Immers in een r 

waar geldt,~~O,mogen ic(r) en Ic(r) resp. oc(r) en Oc(r) 
wel belangrijk verschillen,zonder dat dit veel invloed heeft 

op het gedrag van b.v. ac(r) en Ac(r),zie formule (12). 
Dit zou echter betekenen dat men bij de radiële integratie 

van 0 tot rm verschillende methoden van opkrikken zou dienen 
te combineren,b.v. opkrikken in het beginpunt van het interval 

waar llJcc'(r )I stijgt, en opkrikken in het eindpunt van het in
terval waar jwcd(r)ldaalt voor toenemende r. 

Als eerste stap is echter getracht de opkrikprocedure (en 
dus het computerprogramma) zo eenvoudig mogelijk te houden. 
Hiertoe is gekozen voor het opkrikken in het beginpunt van het 
interval.Tevens wordt de speciale keuze voor de waarden van 
(Ï,!) gemaakt:men kiest voor de waarden van (/,i),die (!,E) 
waarden van het aanzetkanaal.Deze twee gegevens leiden ertoe, 

dat opkrikken in dit geval in feite triviaal is( zie blz.53). 
Deze aanpak vormt een eerste stap in de richting van een ge
compliceerdere aanpak van het opkrikproces,waarin men meerdere 
mogelijkheden heeft om het proces te optimaliseren. 
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VI :HET GENERERJ:;N VAN OPLOSSINGSVECTOREN IN r IN DE 
m 

INTERVAL~.JGEwiJZE ENEHGY-SUDDEN EN CENTRIGUGAL-SUDDEN-
BENADERING. 

In hoofdstuk V heeft men reeds kunnen zien dat de oplos -
sing van het verstrooiingsprobleem in het exacte geval (gekop 

-pelde-kanalen-methode met een beperkt aantal vergelijkingen), 
neerkomt op het oplossen van het onderstaande stelsel gekop

pelde tweede-orde-d.v.-en. 

(d~ _ 2 m V {"t) _ -<~ +1) + ~m (E-e [} J?(Jc) = Y!J L \Ç~~J ~,ft) ( 1) 
ld-'l& "tz c1c -1:" "jT c: c I' c~c 

In de e.s.+c.s.-benadering bleek het stelsel gekoppelde 
d.v.-en gevonden te worden door in (1) de vervanging (~,ec) 
- (l ,"i) toe te passen. 

Dit laatste stelsel kon echter eenvoudig worden opgelost door 
de ontkoppelde d.v. (2) voor enkele di-waarden op te lossen. 

Rc(r) kan dan via het "sandwichen" uit~ (r;J') bepaald worden. 
In de intervalsgewijze benadering ver&eelt men het radi

ele gebied 0=r0'r~rm in een aantal (n) intervallen: 

ro r1 r2 r3 

Interval 1: r 0 =0~r(r1 
Interval 2: r 1 ( r(r2 

Interval i: ri-l ( r<r i 

Interval n:rn-l ( r(rn=rm 

,. r r =r n m 

Beschouwt men nu het eerste· 
interval,dan kan men bij 
een bepaalde combinatie van 
(],,),de radiële golffunc

tie Ril ( r 1 ;ó) door numerieke integratie vanuit r 0 =0 bepalen. 

Vanwege het feit dat R/i(r ;cf) in r=r0 =0 regulier moet zijn, 
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dient men in het eerste interval een reguliere aanzet te ge

ven.Daar dit voor de andere intervallen i.h.a. niet geldt, 

m.a.w. in de intervalscheidingspunten r 1 ,r2 ,enz.,mogen de func 

-tiewaarden IO zijn,dient men in de andere intervallen twee 
onafhankelijke aanzetten,namelijk functiewaarde-aanzet,resp. 
afgeleide-aanzet te beschouwen.Hieruit kan men dan door line
air combineren de oplossing bepalen bij een willekeurige rand
voorwaarde in het beginpunt van het interval. 

Voor de afgeleide-eenheidsaanzet in kanaal (/,E)bepaalt men 

voor enkele ~aarden van tf ,Rll ( r 1 ;Ó) en Rli ( r 1 ; á) onder de 
voorwaarde:(f,e)=(/,t). 
Kiest men voor de c:f -waarden b.v.~ =-.d, c:f2 =0, en Ó3 =+A, dan volgen 
de coëfficiënten c0 (r1 ),c1 (r1 ) en c2 (r1 ) uit de onderstaande 
vereelijkingen; 

2 
R(r1 ;Ót)= c0 (r1 )- c1 (r1 ).6+c2 (r1 ).,6. 

R(r1 ;c:f2 )= c0 (r1 ) 
2 

R(r1 ;c(~ )= c0 (r1 )+ c1 (r1 )L).+c 2 (r1 )L).. 
De coëfficiënten behorende bij R'(r1 ; 6) bepaalt men op analoge 

manier.M.b.v. deze coëfficiënten kan men nu de oplossingsvec
tor in r 1 bepalen,die bestaat uit 2N componenten,namelijk de 

functiewaarde en afgeleide in r 1 in elk van de N kanalen. 
Daar echter in het fysische geval in alle kanalen in r 0 =0 een 
reguliere start van de functie optreedt,zal men ook in alle 
kanalen een reguliere aanzet dienen te geven,en de bijbehoren 
-de oplossingsvector in r 1 te bepalen.Voor iedere aanzet vindt 
men dus ~ oplossingaveeter met 2N componenten.De N oplossings 
-vectoren vormen tesamen de oplossingsmatrix ~1 met 2N rijen 
en N kolommen. 

kan. 

I 
l 

functiew. 
afgeleide 

• 
functiew. 

kan.N afgeleide 

aanzetkanaal N 
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Hoe vindt het opkrikken nu plaats? 

Kiest men voor het opkrikken in het beginpunt van het inter

val,dan is dit in verband met de speciale keuze voor (/,!)= 

(~,t)aanzetkanaal bijzonder voordelig. 
Bij een aanzet in kanaal k kiest men l= Ik en ~=(k ;voor dit 
kanaal geldt dan dat ik(r)=Ik(r) en ok(r)=Ok(r),i~(r)=I~(r) 
en o~(r)=Ok(r) voor iedere r,immers (/,()=(lk,Ek),m.a.w. 
voor dit kanaal zijn de exacte waarden voor l en f gebruikt. 

In dit kanaal hoeft men niet op te krikken,~k=é· 

Voor de andere kanalen k geldt ik(r)IIk(r) en ok(r)IOk(r) resp. 

i~(r)II~(r) en o~(r)IO~(r);immers (1,c)=(lk,êk)l({k,êk). 
Maar in deze kanalen heeft opkrikken in de beginpunten van het 

interval geen effect omdat de functiewaarden en afgeleiden in 
de beginpunten nul zijn en dus ook de coëfficiênten ak en bk 

nul zijn.De speciale keuze van (1,t)=(l,E)aanzetkanaal maakt 
het opkrikken in het beginpunt van het interval triviaal. 

Nadat de oplossingsmatrix ~1 voor het eerste interval bepaald 
is,doet men dit op analoge manier voor de andere intervallen. 
Nu verkrijgt men echter steeds 2Nx2N-overdrachtsmatrices ~i van
wege het feit dat men nu steeds 2 aanzetten (functiewaarde
resp. afgeleide-aanzet) in ri geeft. 

Opm.IJlen begint in elk interval steeds met de eenheidsaanzet, 
i.p.v. met de werkelijke functiewaarde resp. afgeleide 
die ter plaatse van het intervalscheidingspunt heerst de 
integratie te starten.Zodoende kan men de coëfficiënten 

bepaald bij een bepaalde combinatie (l,c),die in verschil 
-lende J-stelsels voorkomt, ook in die verschillende 
J-stelsels gebruiken. 

Om nu de N oplossingsvectoren met elk 2N componenten in rm te 

bepalen,bij deN aanzetten (N kanalen) in r 0 ,dient men de over
drachtsmatrices met elkaar te vermenigvuldigen volgens; 

~n x Qn-1 x Q3 x ~2 x ~1= ~ 
De C-matrices zijn 2Nx2N-matrices; ~1 en D zijn 2NxN-matrices. 
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Oplossingsmatrix ~ bevat nu de N oplossingsvectoren (kolom

vectoren) behorende bij de aanzetten in deN kanalen in r 0 • 

Elk van deze oplossingsvectoren bevat N functiewaarden en N 

afgeleiden in de N kanalen ter plaatse rm.Elk van deze N 
oplossingsvectoren voldoet aan de randvoorwaarde in r 0 • 

Opm.In feite voert men bovenstaande vermenigvuldiging staps 

-gewijs uit;na 2 intervallen voert men de vermenigvul

diging g2 x ~1 =~ uit,na 3 intervallen de vermenigvul
diging g3 x R· Numeriek is deze procedure voordelig, 
i.v.m. het feit dat men zodoende slechts opslagruimte 
voor ~ 2Nx2N-matrix,en twee 2NxN-matrices hoeft te 

reserveren.Bij elke vermenigvuldiging wordt steeds 
een "halve" (?NxN-) matrix vermenigvuldigd met een 

"hele" (2Nx2N-) matrix. 

Van de N onafhankelijke oplossingsvectoren uit ~ vormt men 
die lineaire combinatie,die in rm aan de randvoorwaarde voor 
een fysische oplossing voldoet.Hieruit volgt de S-matrix. 
Op deze wijze bepaalt men de S-matrix voor elke J-waarde van 

0 tot en met J ,zodat men de differentiële werkzame door-max 
sneden kan bepalen.(J-waarden groter dan J dragen niet ma x 
significant bij tot de differentiële werkzame doorsneden.) 

'rer illustratie van de afmetingen van de bovengenoemde 
matrices volgt nu een korte beschouwing omtrent het aantal 
kanalen wa~rmee men bij een bepaalde J-waarde te maken heeft 

+ + + + + . indien we de reeds eerder genoemde 01 -21 -02 -22 -41 -koppellng 
in rekening brengen. 

Voor het geval Imax' J 4 Jmax-Imax, dus voor 4-' J ~ Jmax-4 
heeft men te maken met een stelsel dat volledig is:N=l3. 

Voor J < 4 en J ) Jmax-4 heeft men een stelsel met een klei-
nere N: 

J=O N=5 
J=l N=B 
J=:~ N=ll 4 ~ J' Jmax-4 N=l3. 

J=5 N=l2 
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Al::1 voorbeelden voor de mogelijke (~Nfonon'I) -combinaties 

bij een bepaalde J-waarde kunnen dienen,J=O,J=lO,en J=20, 

zie onderstaande tabel. 

J=O N i I Nfonon 
1 0 0 0 

2 2 2 1 

3 0 0 2 

4 2 2 2 

5 4 4 2 

J=lO J=20 -
N .I I Nfonon N ' I Nfonon 

1 10 () 0 1 20 0 0 

2 12 2 1 2 22 2 1 

3 10 2 1 3 20 2 1 

4 8 2 1 4 18 2 1 

5 10 0 2 5 20 0 2 

6 12 2 2 6 22 2 2 

7 10 2 2 '7 20 2 2 

8 8 2 2 8 18 2 2 

9 14 4 2 9 24 4 2 

10 12 4 2 10 22 4 2 

11 10 4 2 11 20 4 2 

12 8 4 2 12 18 4 2 

13 6 4 2 13 16 4 2 
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VII :DE INTERACTIE-POTENTIAAL. 

In ons model gaan we ervan uit dat de wisselwerking die 

het invallende projectiel van de sferische kern ondervindt, 
beschreven kan worden door een model-potentiaal V(r),die in 

het algemeen complex is.Later zal blijken ,waarom V(r) een 

imaginair gedeelte bevat.(Zie appendix B) 

In het geval van geladen projectielen omvat de potentiaal 
ook de Coulomb-wisselwerkingsterm v0 (r). 
Expliciet ziet de potentiaal die we in onze berekeningen ge 
-bruiken er als volgt uit; 

(1) 
In deze uitdrukking is de spin-baan-koppeling achterwege ge

laten.V0,WV,WD zijn parameters die de sterkte van de afzon
derlijke kernpotentiaaltermen bepalen.(Zie Lit. 11). 

Voor de radiële vormfactoren wordt meestal de Saxon-Woods 

-vorm genomen,die als volgt gedefiniëerd is; 

f(r,R,a)=l/(l+exp(r-R/a)) (2) 
Een gedetailleerde beschrijving van de wisselwerkingspoten
tiaal vindt men in appendix B. 

Indien nu de sferische kern quadrupoolvibraties uitvoert 
om de evenwichtsbolvorm dan vervangt men R0 resp. R. in de 
uitdrukking voor de potentiaal door R0 +d resp. Ri+~.(Zie 
appendix B). 

Voor de Coulombpotentiaal is de procedure minder eenvou
dig,vanwege het feit dat deze potentiaal een lange dracht 
heeft.In de sferische evenwichtsvorm stelt men de lading ho
mogeen verdeeld over een bol met straal R0 ,de zgn.Coulomb

straal.Voor de ladingsdichtheid f(r) geldt er dus: 

f ( r) =f0 =3ZZ'e2 
/ 4-l1R~ voor r <Re 

.f(r)=O voor r>Rc 
( 3) 
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Hieruit volgt voor de Coulombpotentiaal bij de sferische 

homogene ladingsverdeling; 

I 2 
v0 (r) ZZe2 

( 3- ( r 2 /Re ) ] voor r<Rc, 471' tb 2R0 

ZZe 2 
(4) 

en vc(r) 4TT! 0 r voor r'l'Rc· 

Indien men nu de Coulombpotentiaal berekent voor de homogene 
ladingsverdeling die op dezelfde wijze gedeformeerd wordt 
als de kern,m.a.w. een homogene ladingsverdeling binnen 
R0+Ó(8,f),dan blijkt in eerste orde in d dat voor ·r~RC een 
term evenredig met r 2 en voor r>Rc een term evenredig met 
l/r3 toegevoegd te worden,namelijk; 

voor r<Rc, 
( 5) 

voor r.>Rc· 

Zie Lit.ll. 
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VIII.PRAKTISCHE UITVOERING. 

Bij het schrijven van een computerprogramma,ter berekening 
van de differentiële werkzame doorsnede in de e.s.+c.s.-bena

dering,komen de raakpunten die deze methode heeft met de gekop 

-pelde-kanalen-methode,naar voren.Hierdoor is het mogelijk en
kele standaardroutines uit het Jupiter-programma (Fortran) te 
gebruiken. 

Dit programma werd geschreven door T.Tamura voor de bereke
ning van differentiële werkzame doorsneden in het eekoppelde
kanalen-formalisme. (Zie Lit.l2). 

Van dit programma zijn een aantal subroutines,zoals FLGLCH, 
CPLEV,SMATRX,SIMLEQ aan onze rekenmethode aangepast. 
Een aantal subroutines,RAC7,CLEB,XSEC en de functies CDLGAM 
en W3JS zijn onveranderd gebruikt. 

De hoofdbrok van het e.s.+c.s.-programma,bestaande uit de 

subroutines RADINT,SIGMA,AMAT,MLTCAM,enPOT zijn in samenwerk
ing met Leon Beerendenk geschreven.(Zie Lit. 13 ) 

2De integratie-methode. ------------
Voordat we met de beschouwing van de structuur van het pro

gramma en de taak van de afzonderlijke subroutines en functies 
beginnen,nemen we de methode van integratie onder de loep. 
De integratiemethode die we gebruiken heeft tot gevolg dat we 
op enkele punten in de praktische uitvoering,afwijken van de 
theoretische behandeling. 

Voor de radiële integratie is gebruik gemaakt van de Numerov 
-methode.Het gebruik van de Numerov-methode is voordelig i.v.m. 
de opkrikprocedure.(Men heeft steeds te maken met twee rand
voorwaarden;bij de Numerov-methode is alle informatie opgesla
gen in twee punten.) 
Als nadeel kan aangevoerd worden,dat men geen beschikking heeft 
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over de afgeleide.Binnen het kader van onze berekeningen 

speelt dit feit echter geen rol van betekenis. 

De Numerov-methode berekent de functiewaarde in r+h,uit twee 

functiewaarden ter plaatse r-h resp. r (h=integratiestap). 

Gaat men uit van de tweede-orde-d.v. f"(r)=V(r).f(r) dan kan 
men m.b.v. de definitie van de aan f(r) aangepaste functie~ (r) 

2 
volgens ~ (r)=f(r)- (h /l2).f"(r) aantonen dat ; 

~(r+h)=2~(r) ~(r-h) + h
2 

.V(r)[l+(h
2 
/l2).V(r)j~(r) + O(h

6
) 

Door deze definitie van de aangepaste functie verkrijgt men 
een drie-punts-integratie-methode.Uit de aangepaste functie 

~(r) kan men f(r) terugvinden volgens; 
f ( r) d~~J: r ) + ( h 

2 
/12 ) • V ( r ) • [ l + ( h 

2 
/12 ) • V ( r ~ ~ ( r ) • 

In de Numerov-representatie werkt men met aangepaste func
ties~(r).Hierdoor geschiedt het aansluiten in rm in de prak
tijk met aangepaste Coulombfuncties ~en] die als volgt gede
finieerd worden; 

2 2 
J'(r)=F(r)-(h /l2).F"(r) resp. 9.(r)=G(r)-(h /l2).G"(r) • 

Indien men de definitie van de S-matrix (appendix C) bekijkt, 
dan blijkt dat de S-matrix-elementen bij aansluiten met gewone 

functies f(r),i•'(r),G(r),identiek zijn aan die,bij aansluiten 

met de aangepaste functies ~(r) ,~r) ,j(r). 
I.p.v. te werken met functiewaarde- en afgeleide- aanzet 

in r. 1 werkt men met twee functiewaarde-aanzetten in r. 1 en 
l- l-

r. 1+h. Hierdoor bevat de overdrachtsmatrix C.van het i-de 
l- =l 

interval 2N oplossinesvectoren (2 per aanzetkanaal) in r .• 
l 

Elk van de 2N oplossingsvectoren bevat 2N componenten; N func-

tiewaarden in ri en N functiewaarden in ri+h. 
Als gevolg hiervan geschiedt het aansluiten op rm met aange
paste functiewaarden in rm en rm+h, i.p.v. met functiewaarde 
en afgeleide in rm. 

Opm.Tevens wordt bij het aansluiten gewerkt met de 0-matrix, 
die in feite de afwijking van de S-matrix t.o.v. de 

eenheids-matrix weergeeft,i.p.v. met de S-matrix (appen
dix C),omdat dit het mogelijk maakt de subroutine (XSEC) 
over te nemen uit het Jupitor-programma,ter bepaling 

van de differentiäle doorsneden. 
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I 

functies. 

POT 

CDLGriiM ... ___;;...;;; 

Fig.lO 
Flowdiagram. 

Het doorlopen van nevenstaand 
flow-diagram wordt gereali
seerd in het hoofdprogramma 
MAIN. 
De voorkomende subroutines en 
functies zijn weergegeven in 
onderstaande tabel. 

SUBROUTINES: 

RADINT,POT, 
SIGMA, 
FLGLCH, 
CPLEV,AMAT, 
CLEB,RAC7, 
MLTCAM, 
SMATRX, 
SIMLEQ,XSEC. 

FUNCTIES: 

CDLGAM, 
W3JS. 

RADINT:Deze subroutine bepaalt alle complexe coëfficiënten 
c0 ,c1 ,en c2 (zie formule IV.6). 
Elk van deze coëfficiënten wordt gekarakteriseerd door 
vier parameters namel~jk:lstr, str,nint,iaanz.Deze pa
rameters staan voor /,[,het rangnummer van het inter
valscheidingspunt en het aanzetnummer. 
De parameter l doorloopt de waarden 0 tot en met /max• 
De parameter l doorloopt de waarden E1 ,!2 ,[3 ,E4 ,E 5 

behorende bij de vijf fonenniveaus die in onze beschou 
-wing worden betrokken. 

0-fononniveau oi 
1-fononniveau 2i 
2-fononniveaus ot 

2+ 
2 

4i 
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De parameter nint doorloopt de waarden 1 t/m maxint, 

waarbij maxint het beschouwde aantal intervallen aan

geeft. 

De parameter iaanz doorloopt de waarden l,2,afhanke

lijk van het feit of je een functiewaarde-aanzet in 

r 1 dan wel in ri+h geeft. 
Voor elke mogelijke combinatie van (.&tr,~str,nint, 
iaanz) binnen de hierboven gestelde grenzen worden 
de complexe coëfficiënten c0 ,c1 ,en c2 uitgerekend. 
Bijv. voor de bepaling van de coëfficiënten behoren

de bij de combJnatie (1,2,4,2) wordt de d.v. (formule 

IV. 2 ) voor -l=l, l =€2 geïntegreerd vanuit r 3 naar r 1 

bij een functiewaarde-eenheids-aanzet in r 3 +h. 

POT :In deze subroutine wordt de interactiepotentiaal voor 

O<r(rm in de punten rn=n.h berekend.(n=l,2, •. ;h= 
integratiestap) 

SIGMA :Deze subroutine bepaalt de Coulombfaseverschuivingen 

~=argr(1+{+i~) voor iedere! bij vaste ~ • z , 
2 

Hierbij is 1 de Coulombparameter gegeven door1~"~:~2k 

De I-loop zorgt ervoor dat dit voor elk van de vijf 
mogelijke k-waarden gebeurt. 
Uit de complexe functietheorie is bekend dat 

log z:= log lzl+i.arg(z) 
Hieruit volgt :~=Im logr(1+l+i1). 
De logaritme van de gammafunctie voor complexe argu
menten wordt gegeven door de functie CDLGAM. 

CDLGAM :Hierin wordt de logaritme van de gammafunctie bepaald 
voor complexe argumenten;standaardfunctie uit Jupiter. 

FIJGLCH :Bepaling van de reguliere en irreguliere Coulombfunc

ties m.b.v. de Miller-methode.(Zie Lit. 14). 

Deze subroutine is in zoverre aangepast dat de output 
bestaat uit de aan de Numerov-representatie aangepas-
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te ("kromme") Coulombfuncties Yen C. op r en r +h, 
. ' ' I m m l.p.v. F,F en G,G op r • 
Deze J''s en C's word:n bepaald voor !=0,1,2, ... / • I max 
De I-loop zorgt ervoor dat deze procedure voor elk van 
de vijf mogelijke k-waarden geschiedt. 

CPLEV :Deze subroutine bepaalt welke (J,N,I)-combinaties 
kunnen optreden bij gegeven totaalimpulsmomentquantum
getal J en pariteit rr.(Zie voorbeelden op blz.55). 

AMAT :Deze subroutine berekent de matrixelementen van ~en --

CLEB 

Ó1namelijk AMATl en AMAT2. 

{./' N' I' I IJ { ( r; d) I ...l N I J = c0 ( r ) ~.f [ N' N l I' I+ 

c1 (r) .R0(l'N'I'1 Ól-tN I) + 

c 2 (r). R~<I'N' I'( J(lN I> 

(zie formule IV.? ). 
AMATl ( /N' I' , 7N I )=R~< l'N' I' IJ 1-tN I > 
AMAT2( t'N' I' , IN I )=Ro< I'N' I' I d1IIN I > 

I' I I ~ Hierbij doorlopen (~NI ) resp. (~NI ) als combi-
natie beide de mogelijke waarden in CPLEV bepaald. 

:Deze subroutine bepaalt m.b.v. de functie W3JS de Clebsch 
Gordan-coëfficiënten. 

W3JS :Deze functie bepaalt de waarde van een Wigner-3j-sym
bool. 

RAC? :M.b.v. deze subroutine worden 6j-symbolen bepaald. 

MLTCAM:Deze subroutine berekent in eerste instantie m.b.v. 
de coëfficiënten c0 ( r 1 ) , c1 ( r 1 ) , c2 ( r 1 ) en AMATl en 

AMAT2 de ge-"sandwich"-te golffunctie R,._·tN' I' LN I 
{'f) ' 

volgens: 
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Rr -· tN'I' INI ( r1 ) =Co ( r1 ) ÓÏ1dNNÓI'I+c1 ( r 1 ) • AMATl (1Nr',( NI) (e, , ,,, 
+c 2 ( r 1 ) • AMAT2 (./NI ,lNI) 

Hierin is (/NI) het aanzetkanaal (reguliere aanzet in 

r 0 =0), (i'N'r') het kanaal waarin men de benaderde gekop
pelde-kanalen-golffunctie in r 1 wil weten. 
Men neemt hierbij die coëfficiënten c0 (r1 ) ,c1 (r1 ) ,en 

c2 (r1 ) waarvoor (~É)=(I,E)aanzetkanaal'nint=l en 
iaanz=2.(regulier). 
Zodoende berekent men de oplossingsmatrix ~1 (zie blz. 
52 ) in r 1 .Voor nint=2 bepaalt men de overdrachtsma

trix ~2 en voert de vermenigvuldiging ~2 .~1 =~ uit. 
Voor nint=3 bepaalt men overdrachta-matrix ~3 en slaat 
deze op in matrix ~2 ; men voert weer de vermenigvul

diging Ç2 .~ uit en slaat het resultaat op in matrix ~1 • 

~1 en ~ zijn 2N bij N-matrices,de ~-matrices hebben 
afmeting 2N bij 2N.(N is het aantal kanalen bij de be
schouwde J,rr-combinatie.) 

Zo vindt men uiteindelijk de oplossingsvector in rm 
terug in matrix ~ als maxint even is,en in ~ 1 als rnax

int oneven is.Schrijft men bij oneven maxint matrix ~1 
over in matrix ~,dan vindt men de oplossingsvectoren 

in rm steeds terug in matrix ~ ,onafhankelijk van het 
aantal intervallen. 
Zodoende heeft men voor het succesievelijk bepalen van 
oplossingsmatrix,overdrachtsmatrix,en vermenigvuldi
gingamatrix steeds slechts drie matrices nodig.(De Q
matrix,2N bij 2N, en twee matrices ~1 en D met afmeting 
2N bij N). 

SMATRX~eze subroutine bepaalt de C-matrix-elementen uit de 
vergelijkingen analoog aan C.l en C.2 uit appendix c. 
M.b.v. subroutine SIMLEQ worden namelijk de coëfficiënt 

-en ap bepaald uit het eerste stelsel vergelijkingen. 

( c. j). Uit vergelijking C .4 bepaalt SMATRX dan m.b.v. 

de coëfficiënten ap het C-matrixelement Cnq • 
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SIMLEC): Deze subroutine lost een stelsel algebraische inhomo
gene lineaire vergelijkingen op.Men gebruikt hierbij 
een standaardtechniek (vegen) om de coëfficiënten
matrix in de driehoeksvorm te brengen. 

XSEC :Deze subroutine rekent via een aantal hier niet genoem 
-de subroutines uit Jupiter ,m.b.v. de C-matrixelemen
ten,de differentiële werkzame doorsneden voor de ver
scheidene fonenniveaus uit. 
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IX. RESUL'rATEN. -

De berekeningen in de intervalsgewijze e.s.+c.s.-benadering 

en de c.c.-berekeningen(c.c.="coupled channels"),die hierna 
ter sprake komen,zijn uitgevoerd op de B7700-computer aan de 

T.H.E. 
Enkele aspecten die in deze resultatenbespreking achtereen

volgens aan de orde komen zijn; 
l.Het gedrag van R (r;Ó) op een vaste plaats r,als func-- - 1: -

tie van de verscnûÎving t. 
2.Het vergelijken van de differentiële werkzame doorsnede 

verkregen met de gekoppelde-kanalen-methode (c.c.),met de 
e.s.+c.s.-differentiële werkzame doorsnede voor; 

a.proton-verstrooiing aan 112cd. ; 112cd(p,~). 
b. a-deeltjes-verstrooiing aan 60Ni. ; 60Ni (a, a'). 

}.Beschouwing omtrent enkele mogelijke ingrepen ter beper
king van de rekentijd. 

~.Het verschuiven van het integratie-startpunt. 
b.Het symmetriseren van de S-matrix. 

4.Enkele aspecten die in de toekomst kunnen leiden tot op
timalisatie van het huidige programma. 
a.De keuze van de opkrikmethode. 
b.De keuze van l. 
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IX.l Jiet gerlrar: van de radiële golffunctie R (r;l) op 

een vaste plaats r,als functie van de v~fschuiving~. 

Voor 60Ni.(a,a~ is het gedrag van de radiäle golffunctie 
R (r;l) onder de loep genomen voor een projectielenergie van 

T.F 
104 Me V. Hiertoe verdelen we het radiële gebied 0 ~ r 4 rm b.v. 
in twee intervallen; 

interval 1: r0 =0~r,r1 =6,5 fm. 
interval 2: r 0 =6,5 fm (r' r 1 =13,0 fm. 

Voor l=t1 =0,en iaanz=2 (eenheids-aanzet in r 0 +h;h=O,l fm), 
zijn de reële en imaginaire gedeelten van R (r;Ó) uitgezet in 

- - u -grafiek Ia en Ib voor interval l,en in graflek II voor inter-
~al 2,me~ lal~ parameter.(Functies zijn genorm~rd). 

' De verwachtingawaarde van l in de grondtoestand wordt gege-
ven door< 6'> =~ 2 R~ (zie formule IV .12), zodat het te beschou
wen d -interval ongeveer zal overeenkomen met -1,0 fmc( Ó t. l, 0 fm. 

(~=o,l68;R0 =5,2 fm) 
Vanwege het feit dat R0~5,2 fm en Rr6,l fm ligt het punt 
r=6,5 fm in het koppelingsgebied. 
Men ziet dat de functies voor interval 2 voor l >20 glad verlo

pen in het hele Ó -interval -l,Ofm<d~l,O fm. (grafiek IT . ) 
Voor lage I-waarden <20,overeenkomende met projectielen met 
een batsingaparameter b~R0 is het verloop minder glad. 
In de omgeving van J=O is echter voor alle curven een kwadra
tische beschrijving (tweede-graadspolynoom) mogelijk,b.v. in 
het gebied -0,3 fm<t5( 0,3 fm.Vanwege de beperkte vibratie
amplitude zullen voornamelijk de kleinere Ó-waarden een be
lanf~ri jke rol spelen. Uit grafieken Ia en Ib volgt dat het ver
loop van de curven voor het eerste interval minder glad is. 
Voor een beperkt gebied -0,3 fm< l' ( 0, 3 fm kan men ook deze 
curven kwadratisch beschrijven.Hieruit blijkt dat de veronder 
-stelling die men in het kader van de e.s.+c.s.-benadering 
maakt m.b.t. het voldoende vlak verlopen van R (r;l) als 
functie van [een redelijke veronderstelling iF,althans wat 
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betreft deze grote radiële interva1len en deze beperkte !"
gebieden. 

Wil de intervalsgewijze aanpak van de e.s.+c.s.-benadering 
succes hebben,dan is het noodzakelijk dat voor kleinere inter 
-vallengten de functies R (r;Ó) glad verlopen in een groter 

{-gebied,namelijk het rea!fstische gebied,-1,0 fm< ~~ 1,0 fm, 
overeenkomende met de realistische deformatieparameter ~=o,l68. 

We verdelen nu het radiële gebied 0' r 'rm in 10 gelijke 
intervallen,en 11eschouwen de functies R (r1 ;6") in de punten 
6,5 en 13,0 fm.: .~t 

interval 5: r 0 =5,2 fm~r,r1 =6,5 fm. 
interval 10: r 0 =11,7 fm.<r4r1 =13,0 fm. 

In grafieken III en IV zijn weer het reële en imaginaire ge
deelten van R (r;ó) uitgezet voor Ë=O,iaanz=2,voor interval 

r.r -
5 resp. lO,mef ~als parameter.Voor b.v interval 5 wordt de 
radiële golffunctie verkregen door d.v.IV.2 te integreren van
uit r 0 =5,2 fm tot 6,5 fm,met l=O, bij een eenheids-aanzet in 

r 0 +h=5,3 fm. 
Uit genoemde grafieken blijkt dat de functies bij deze klei

nere intervallen glad verlopen in een groter Ó-gebied,zodat 
een kwadratische beschrijving in praktisch het hele realisti 

-sche [-gebied opgaat.De niet getekende curven voor de ande
re waarden vanlvertonen alle de trend: vlak verloop in een 
groter /-gebied bij 10 vergeleken bij 2 intervallen. 

Voor het tiende interval zijn de reële gedeelten in het 
hele ~-gebied praktisch constant.Dit komt doordat een ver
schuiving van plus of min één fm in het uiterste van de Saxon 
-Woods-potentiaal-staart niet meer gevoeld wordt.Voor de ima
ginaire gedeelten treedt voor positievednog een afbuiging op, 

\' i,,,. •• __ i f.:iJ .i.-:.~ t\.~ ~\., 
1 '· 

Uit het feit dat voor 15 intervallen de differenti~le ~erk-
zame doorsneden voor de intervalsgewijze e.s.+c.s.-benadering 
geconvergeerd zijn naar de "exacte" resultaten(c.c.),(hierop 
komen we zo dadelijk terug),blijkt dat voor 15 intervallen 
de k·wadratische beschrijving in het ter zake doende cf-gebied 

opgaat. 
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IX.2a De differentiële werkzame doorsneden voor proton-
112 verstrooiing aan Cd.-kernen. 

We beschouwen nu de verkregen resultaten voor de differen
tiële werkzäme doorsneden in de intervalsgewijze e.s.+c.s,

benadering,met de c.c.-resultaten,voor de verscheidene fonon
niveaus,voor 112cd(p,p).Dit doen we bij een protonenergie van 
30 MeV.Hierbij wordt nog geen Coulombexcitatie in de beschou
wing betrokken.(De !-afhankelijke term in formule VII.5 blijft 

hier achterwege).De parameters die bij deze berekeningen zijn 
gebruikt,vinden we op blz.78 • 
Voor de elastische verstrooiing,(oi-niveau),vallen de curven 
voor de verscheidene waarden van het aantal intervallen in de 
e.s.+c.s.-benadering,en de e.c.-curve praktisch samen. 

+ + + + Voor de 21 -,02 -,2 2 -,41 -niveaus is dit echter niet het geval. 
Als voorbeeld tonen grafieken IV en V voor enkele waarden 
van het aantal intervallen,de differentiële werkzame doorsne

den voor het 2i- en het 2t-niveau.Uit deze grafieken blijkt, 
(zoals reeds op blz. 45 vermeld),dat de resultaten voor 1 in
terval erg onbevredigend zijn.(Zie Lit.lï ). 
Jit feit is de aanleiding geweest tot de intervalsgewijze aan
pak (+opkrikken),van de e.s.+c.s.-benadering.Men ziet dat voor 
5 intervallen de curven reeds een eind in de goede richting 
zijn verschoven.Voor 10 intervallen komen de differentiële 

doorsneden goed overeen (~20%) met de c.c.-curven.Dit geldt 
ook voor de hier niet getoonde gegevens voor de andere niveaus. 
We kunnen concluderen dat er convergentie optreedt naar het 
e.c.-resultaat. 

Vergelijkt men de rekentijden voor de intervalsgewijze 

e.s.+c.s.-benadering voor 10 intervallen,met die benodigd voor 
de c.c.-berekening,dan levert dit een reductie van de reken
tijd op met ruwweg een factor 4 (~130sec t.o.v.•500 sec). 

Opm.Er geldt bij benadering dat de rekentijd in de interva1s 
gewijze e.s.+c.s.-benadering evenredig is met het aantal 

intervallen.Dit komt doordat de matrixvermenigvuldiging 
het hoofddeel van de rekentijd kost.(Zie blz.53 ). 
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Voor 10 intervallen betrekken we nu de Coulombexcitatie 

in de beschouwing.In onze berekenigen wordt echter slechts 

de d-term meegenomen.In de e.c.-berekening wordt tevens de 

Ó~term meegenomen.Hieruit volgt dat onze resultaten niet 

geheel kunnen overeenstemmen met het e.c.-resultaat. 
Voor het 2;-niveau vergelijken we nu de e.c.-curve zonder 

Coulombexcitatie,en de e.c.-curve met Coulombexcitatie ( 6 
en Ó1),met de e.s.+c.s.-curve met Coulombexcitatie.(Grafiek VII). 
We zien dat ons resultaat de verschuiving van de e.c.-curve 
zonder Coulombexcitatie,naar de e.c.-curve met Coulombexci
tatie in hoge mate volgt. 

IX.2b De differentiële werkzame doorsneden voor a-verstrooi-
. 60N. k 1ng aan 1.- ernen. 

Hier vergelijken we,net als in paragraaf 2a,de verkregen 
resultaten voor de differentiële werkzame doorsneden in de 

intervalsgewijze e.s.+c.s.-benadering,met de e.c.-resultaten, 

voor de verscheidene waarden van het aantal intervallen. 
Hier doen we dit voor 104 MeV-a-deeltjes-verstrooiing aan 

60Ni.De parameters die bij deze berekeningen zijn gebruikt 
vinden we op blz. 78 • 

Grafieken VIII en IX tonen voor het 2{-resp. het 2;-ni
veau de differentiële werkzame doorsneden voor enkele waarden 

van het aantal intervallen.Voor 1 en 2 intervallen zijn de cur 
-ven niet getekend,vanwege het feit dat deze te ver van de e.c. 
-ve verwijdert zijn.Ter illustratie van deze grote afwijking 

zien we in de tabel op blz. 76,77voor 1 en 15 intervallen, voor 
enkele J-waarden de C-matrixelementen vermeld in de rangschik 

-kinr; N=l 
N=5 
N=9 
N=l3 

N=2 
N=6 
N=lO 

N=3 
N=7 
N=ll 

N=4 
N=B 
N=l2 

b.v. voor J=lO staat op plaats N=7 het C-matrixelement beha-
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rende bij de overgang van de grondtoestand (i=J=lO,I=O,Nf=O) 

naar de toestand (~=10,I=2,Nf=2),zie voorbeeld op blz. 55. 

Voor 104 MeV a-verstrooiing dragen de J-waarden van ongeveer 
20 tot ongeveer 35 significant bij tot de differentiële door
sneden.Voor b.v. J=30 ziet men datdeC-matrixelementen voor 

1 interval,veel slechter zijn t.o.v. de c.c.-resultaten,verge
leken met de resultaten voor 15 intervallen.Voor de tot de dif

ferentiële doorsneden bijdragende J-waarden zijn de a-matrix
elementen voor 1 interval erg slecht;vandaar dat de curve voor 
1 interval ver verwijdert is van de e.c.-curve. 
Voor b.v. J=lO echter,waarbij geen significante bijdrage tot de 
differentiële doorsnede hoort,zijn de C-matrixelementen zoals 
men in deze tabel ziet,voor 1 interval beter dan voor 15 inter
vallen.Het zou kunnen zijn dat deze kleine getallen door het 
van elkaar aftrekken van ongeveer even grote getallen ontstaan, 
zodat hier cijferverlies optreedt. 

Beschouwt men de differentiële doorsneden voor 5,10,15 inter 
vallen en de e.c.-curve in de grafieken VIII en IX ,dan blijken 
de e.c.-curve en de e.s.+c.s.-curve voor 15 intervallen goed 
overeen te komen.Bij de 104 MeV a-verstrooiing aan 60Ni. blijkt 
de convergentie langzamer te zijn,dan bij 30 MeV proton-ver -
strooiing aan 112cd.Een verklaring hiervoor is op dit moment 
nog niet te geven.Inopin volgend,zou men verwachten dat de con 

-vereentie bij de a-verstrooiing sneller zou zijn,dan bij pro
tonen.Immers,voor sterker geabsorbeerde deeltjes,b.v. a-deel

tjes,zou de e.s.+c.s.-benadering volgens Inopin beter opgaan. 
(Zie Lit. 2 ).Opgemerkt dient te worden,dat de convergentie 
bij b.v. 34,4MeV a-deeltjes langzamer is. 

Vergelijken we de rekentijd voor de c.c.-berekening(~l500 sec) 
met die,benodigd voor de e.s.+c.s.-berekening voor 15 interval
len (~450 sec),dan komt dit neer op een reductie van de reken
tijd met een factor 3.(104 MeV). 
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IX.3Be~cgo~wing ~mtr~nt ~nkele_m2gelijke_ingEe~en !er be~er
kinf_V~n_d~ Eekentijd. 

a He·t versehui ven van het integratie-startpunt. 

Vanwege het feit dat naar verhouding de meeste rekentijd 
in beslag wordt genomen door het uitvoeren van de complexe 
matrixvermenigvuldiging (blz.53 ),zal de rekentijd ongeveer 
evenredig zijn met het aantal intervallen.Het voornaamste 
doel,ter besparing van rekentijd zal dus zijn ,het aantal be
nodigde intervallen te beperken. 

Voor hogere i-waarden wordt de kern door de hogere centri
fugaalbarrière beter afgeschermd,dan voor lage 1-waarden.De 
golffuncties zullen voor hogere I-waarden in een grotere om
geving van de oorsprong ~o blijven. 
Men zou verwachten,dat men voor hogere ~(J)-waarden pas een 
eind uit de oorsprong verwijderd,met de integratie zou behoe 
-ven te beginnen. 
Er blijkt nu dat men b.v. bij J=40,men het startpunt van de 
integratie kan opschuiven tot ~4 fm,startend met de reguliere 
Coulombfunctie,zonder dat de C-matrixelementen noemenswaardig 
veranderen.( 60Ni.l interval).Legt men het startpunt echter 
bij 5 fm,dan wijken de verkregen C-matrixelementen heel dui
delijk af van die verkregen bij de integratiestart in r=O. 
Voor enkele J-waarden is dit verschuiven van het integratie
startpunt uitgeprobeerd.Er geldt ruwweg: rstart~O,l J fm. 

J'"14AIC.a50 (&) 1 

·-·ciï'-'ïT·-·-·-c~ï·-·-·-·-r 
. I 

I 
I 

I 
•(J) 

Fig.ll 

I I 

I 
I 

Indien men gebruik zou maken van 
dit verschuiven van het integratie 
-startpunt,zou men maximaal 

(25/130)=20% van de rekentijd kun
nen besparen.(Aanname;rekentijd 

evenredig met Jmaxen aantal inter
vallen.De rekentijd is dan even
redig met het oppervlak onder de 
curve in fig .11) 
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Een gedeelte van de mogelijke besparing gaat echter weer 
teniet door het feit dat men in het nieuwe startpunt moet 

beschikken over de reguliere Coulombfunctie,bij het locale 
golfgetal.De mogelijke besparing is echter niet van dien aard 
dat men hiervoor in dit kader het programma structureel inge

wikkelder zal maken. 

IX.3b Het symmetriseren van de S-matrix. 

Een ander aspect dat hier ter sprake komt is het feit, 
dat bij praktische berekeningen van S-matrices,betreffende 
rotationele aanslag van permanent gedeformeerde axiaalsymme
trische kernen,i.h.a. asymmetrie optrad. 
Theoretisch dient de S-matrix echter symmetrisch te zijn,het
geen met behulp van Wronski-relaties aan te tonen is. 
Tom Schulte (zie Lit. 1 ) stelde empirisch vast dat in zijn 
berekeningen de ene helft van de berekende S-matrix,overeen
komende met overgangen van hoge .I-waarden naar lage I-waarden 

betrouwbaar is, terwijl de andere helft dit i.h.a. nie.t is. 
In het verslag van Leon Beerendenk (zie Lit. 13),blijkt aan 
de hand van een driekanaals-model,dat er bij de berekening 
van S-matrixelementen overeenkomende met overgangen van lage 
I-waarden naar hoge ../-waarden vaak minder nauwkeurige, en soms 
zelfs erg afwijkende resultaten optreden.Dit blijkt het gevolg 

te zijn van cijferverlies. 
Zou dit nu in ons geval met de (a)-symmetrie van de S-ma

trix ook zo gesteld zijn?Indien we ervan uitgaan dat dit in
derdaad zo is,dan zouden we de C-matrixelementen (zie app.C) 
overeenkomende met overgangen van lage ~-waarden naar hoge 
1-waarden,kunnen berekenen uit die voor de omgekeerde overgang. 
Immers deze elementen zouden dan wel betrouwbaar zijn. 

Opm.Er zijn inderdaad aanwijzingen dat er ook in ons geval 
de S-matrix niet symmetrisch is.Het is echter niet zo, 
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dat er zulke grote verschillen in s
11

, en ~'I optre
den,als bij de rotationele aanslag van permanent gede 

-formeerde kernen, omdat hierbij grotere ,t1l=/l-t'lwaarden 

een rol spelen.Voor ons geval geldt ~~max=Imax=4. 

Indien we deze symmetrisatie uitvoeren,dan blijkt dat de 
"verwisselde" C-matrixelementen over het algemeen meer lijken 
op de overeenkomstige c.c.-berekenings-C-matrixelementen. 
Toch heeft de symmetrisatie geen duidelijk zichtbaar gunstig 
effect op de convergentie van de differentiële doorsneden 

naar de c.c.-resultaten.Zie grafiek ! . 
Dit zou men eigenlijk ook niet verwacht mogen hebben,indien 
men bedenkt dat de convergentie bij de o{- en o;-niveaus, 
waarop symmetrisatie van de S-matrix geen effect heeft,(al
leen diagonaalmatrixelementen in I spelen hier een rol),niet 
beter is dan bij de overige niveaus. 

IX.4Enkele_a~~cte~ di~ in_d~ toekQmst_k~n~e~ leid~n_tQt_oE

ti~ali~a!i~ va~ het huidig~ Er~~amm~· 

Onder optimalisatie van het programma kan men o.a. ver

utaan,het beperken van de rekentijd door snellere convergentie, 

m.a.w. door er voor te zorgen dat het aantal benodigde inter
vallen kleiner wordt.Ook zou men onder optimalisatie kunnen 
verstaan,het stroomlijnen van het programma,m.a.w.het beperken 
van de rekentijd bij een gegeven aantal intervallen,door effi
ciënter te programmeren.De hier behandelde aspecten hebben be 
-trekking op de eerstgenoemde interpretatie.In tegenstelling 
tot de in paragraaf 3 behandelde aspecten,die onderzocht ZlJn, 
zijn de hier behandelde aspecten mogelijkheden die nader on
derzocht dienen te worden. 

a De keuze van de opkrikmethode. 

Om een geschikte opkrikmethode te kunnen kiezen,beschou-
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wen we het matrixelement van V(r;~);we ontwikkelen V(r;~) 
naar Ó volgens; 

VftJ·$):: ~~; .r v;tJZJ tS + 'ti (Jt) er'+ ....... . 
Met V(r;Ó)=V(r-Ó) wordt dit; 

VttJ·óJ = W,zJ - j{ I. b - J f:f.l I' -~o- ••••• 
l;.o f•o 

Het matrixelement van V(r;Ó) kan dan als volgt geschreven 
worden; 

~c· él) = 1T,et} ~c' - !ft ~ c I ólc ') - f "ijL <cl d"'!c';> -1- ... a 'l•o R'r.o 
De matrixelementen van de 1-fonon-processen zijn evenredig 

met de eerste afgeleide van V.De directe 2-fonon-processen 
corresponderen met de tweede afgeleide van V. 

Uit de Saxon-Woods-vorm voor V volgt dat Vee' en dus wed 

geconcentreerd is rond het kernoppervlak. 
Uit de formules (V .12) voor de afgeleiden van de coëfficiën
ten ac en bc,zien we dat men de afgeleiden van deze coëffici
enten vindt door het wegen van wcc'(r) met o.a. Rc·(r). 
Vanwege de hogere centrifugaalpotentiaalbarrière voor hogere 
1-waarden,beginnen de functies Rd(r) steeds verder uit de oor 
-sprong van nul uit,steiler aan te groeien,zodat verwacht mag 
worden dat de bijdragen tot ac en bc in hoofdzaak komen uit 
een radieel gebied,dat vanaf het kernoppervlak naar buiten 
verschuift,naarmate {.groter is.In paragraaf V.3 hebben we 
gezien dat opkrikken voordeliger is in het beginpunt,indien 
\W cc•l ter plaatse stijgt voor toenemende r,en in het eindpunt 
indien /tJee'/ ter plaatse daalt .Doordat meerdere gevouwen wee'' s 
bijdragen tot b.v. ac is het niet eenvoudig te zeggen welke 
opkrikmethode betere resultaten zal geven.Vanwege het verschui
ven van de met Re' gewogen tJee' met toenemende ./(J) ,kan het best 
zijn dat men de intervalverdeling en opkrikprocedure aan moet 
passen aan de J-waarde.Dit zal gewoon nader onderzocht dienen 
te worden. 
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b De keuze van i. 

Door de keuze van!= {anzet (in combinatie met l = Eaanzet) 
werd in ons geval het opkrikken triviaal.Het is echter geens

zins zeker,dat /={anzet de beste resultaten zal geven. 
In formule V.l7 ziet men dat de afwijking in de vierde afge
leide van de opgekrikte functie t.o.v. de exacte functie ge
geven wordt door: 

M ~} 7 I i R fto)- J( G'loJ ::: L '1 ~'c'(to)- IA)c'c 1 &oJ- 3 t.)r:r/!o) ~~~J 
c'~c 

Beschouwen we het Ï,lé,lc-afhankelijke gedeelte van de uitdruk

king (4ljdc'(r0 )-wc'c'(r0 )-3c.uc
0
(r0 )) dan komen we tot de volgende 

vorm; 

Deze uitdrukking wordt nul voor: 
1 = f -1 + V.-1-+ -3~~~-+-3--:~=--~--<-,~-:--.,.-~c...,~ J I 2 

De keuze van I is alleen dan zo gunstig mogelijk,uitgedrukt 
in ! en ~, ,als bij benadering voldaan is aan bovenstaande 

c c -
laatstgenoemde gelijkheid.Hieruit blijkt dat l=lc niet de ge-

schiktste keuze voor ! hoeft te zijn • 
B.v. c - ...c - :'! c .I =2 j ï -2 ~ ~ =8J - i -;Cf 

lc=o c /d=4 

Á =4J 
.{~=8 c 

-
Hieruit blijkt dat ook de keuze van/ nog nader onderzocht 
dient te worden.(Lineaire interpolatie) 

-75-



C-matrixelementen voor enkele J-waarden,voor enkele waarden 
van het aantal intervallen in de e.s.+c.s.-benadering,en voor 
de e.c.-berekening. 

J=lü. 
1 interval. 

c o,o 0 4 6 5 I 0,5 0 0 0 2) ( o,o 01 8 9 
' 

o,o o 1 2 5 > c o,o o o 4 2 , -o,o o 1 5 5) (-0,0 01 7 5 , -o,o o o o 4) 

(-0,0 0 0 9 8 , -o,o o o 2 1) ( o,o 0 0 5 8 ,-o,ooo56) c-o,ooo59 ,-o,ooo14) (0,00024 
' 

0,0 0 0 71) 

c 0,0 0 0 3 3 
' 

0,0 01 0 0) (0,0 0 0 5 0 1 -o,o o o 5 8) c-o,o o o 6 9 , -o,o o o 1 oJ ( 0,0 0 0 2 7 ' o,o 0 0 6 5) 

( 0,0 0 0 6 2 ,-o,ooos7) 

15 intervallen. 

( 0,0 0 4 1 4 ' 0,5 0 0 2 6) (-0,0 0 0 9 9 I 0,0 0 0 4 3) ( 0,0 0 0 4 3 ,-0,00201) (-0,0 0 3 6 7 • 0,0 0 1 6 4) 

(-0,0 0 1 2 3 ,-o,ooo12) ( 0,0 0 0 7 0 , -o,o o o 21) (-0,0 0 0 4 0 • 0,0 0 0 0 1) ( 0,0 0 0 5 5 J 0,0 01 31) 

(-0,0 0 11 3 ) 0,00080) ( o,o 0 0 5 6 ,-0,00022) (-0,0 0 0 9 5 , -o.o o o o 6) ( 0,0 0 0 5 2 , 0,0 0 1 0 8) 

( 0,0 0 11 4 ,-0,00102) 

e.c. 
(0,00456 J 0,49937) (0,00158 J 0,00168) (0,00017 ,-0,00245) (•0,00200 1 0,00072) 

(;..0,00116 .. -0,00074) (0,00109 ,-0,00051) (-0,00027 ,-0,00032) (0,00103. 0,00111) 

(-o,o o o o 5 • o.o o o 8 4) ( o,o o o a 8 , -o,o o o 5 2) (-o,o o 1 o o , -o,o o o 4 2) c o,o o o 1 8 , o,o o o 9 1 > 

( 0,0 0 0 7 2 • -0,0 0 0 6 3) 
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J=20. 
1 interval. 

(-0,0 0 2 1 9 
1 

0,4 9 8 5 3) (-0,0 0 4 5 8 I -0,0 0 1 0 0) (-0,0 0 2 4 9 ) -0,0 0 1 0 5) (-0,0 0 0 7 6 1 0,0 0 0 9 0) 

(-0,00116, 0,00b57) l-0,00313 1-0,00282) (0,00114, 0,00781.) (0,00024) 0,00261) 

c o,o o 8 3 9 , -o,o 1 5 o 9) (-o,o o 1 5 2 1 -o.o o 2 4 5) c-o,o o 1 5 o 1 o,o o o 11) (-o,o o o o 3 ~ o.o o 1 8 1) 

( o,o o o 8 1 , -o,o o o 8 2 > 

15 intervallen. 

(-o.o o 1 2 3 
1 

o,4 9 4 2 4) ( o,o o o 3 o 
1 

-o,o o 3 2 9) ( -o,o o 4 4 7 1 o,o o o 5 1) ( o,o o o 3 7 , o.o o 1 o 5) 

( 0
1
00027 I 0,00124)(-0,00143) -0,00087)(-0,00037 )-0,00135) ( 0,00030 ) 0,00003) 

( o,ooo5o ,-o,oo126)(-o,oo125 ,-o,ooo53J(-o,oooo3 J o,o0199)(o,ooo14 ~-o,ooo15) 

( -o.o o 1 6 2 , o.o o 11 o) 

e.c. 
(-o,oo11o;) 0,49399){ o,oo158 ,-o,oo144)(-o,oo475, o,ooo28)(-o,ooo84, o,ooo86J 

(0,00005) 0,00110){-0,00035,-0,00114)(o,ooo11 ,-0,00175)( 0,00051, 0,00028) 

( o,ooo79 ,-o.ooo13)(-o,ooo35 ,-o,ooo75)(-o,oooo9, o,oo208)( o,ooo32 
1 

o,ooo28) 

(-0,00022, 0,00018) 

J=30. 
1 interval. 

(0,41829,-0,23752)(0,4496? J 0,12555) (0,28032 I 0,12238)(-0,50039
1

-0152414) 

(0,0957? ,-o,13004){-o.oo:.;9e, o,08895) (0,14642 ,-o,2?156)(0,1037?,-o.16o13) 

(0,01?10) 0,15880)(-0,01548 J 0,07520) (0,01094' 0,32434)(0,08?091-0,15436) 

( o, 3 5 6 5 6 1 o.2 1 1 ? o) 

15 intervallen. 

( 0,1 7 :? 1 8 0,1 ? o 1 9 )( -o,o 1 :~ 5 5 
) 

(-0,0 0 0 2 7 I 0,0 0 7 5 6) ( 0,0 0 0 5 6 

(-0,00018 I 0,00028) { 0,00043 

(-o.o o 8 4 o , -o,o o 6 8 2) 

e.c. 

-o,o 1 3 2 8) ( -o,o 1 5 7 e 
1 

- o,o 3 4 4 9) ( -o,o o 1 o 8 , -o,o 5 ? 9 5 ) 
I 

0,00226) ( 0,00092 0,00352)(-0,00765 0,00499) 

o,o o 1 8 1) (-o,o o o 7 9 o,o o 4 8 4) (-o,o os 4 3 o,o o 4 o 1) 
I I 

(0,16938 o,16962)(-o,o1750 ,-o,o2121){-o,o1422 
1
-0,03570) Co,ooo4o, o,04861) 

(-0,00156 0 0,00800) ( 0,00057 1 0,00377) (-0,00007) 0,00386) {0,00657 I 0,00364) 

( 0,00063 1 0,00161) (0,00046 I 0,00312)(-0,00146 I 0,00508) (0,00556) 0,00295) 

( -o,o o 4 a 1 1 -o,o o 4 5 6) 
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Parameters die in de intervalsgewijze e.s.+c.s.-berekeningen 

gebruikt zijn: 

R0 =1, 20 fm. 

aa =0' 70 fm. 
V0 =56,00 MeV. 

Ri=l,25 
a1=0,70 

Wv=O 
Wn=9,50 

fm. 
fm. 

MeV. 
MeV. 

h=O,l fm. 

Elab=30 MeV. 

er =0, 1 fm. 
1max=Jmax=l9. 

!1=0 [2=0,62 MeV. E3 =1,22 MeV. 
! 5 =1,41 MeV. 

Equidistante intervalscheidingspunten. 

60 ( ') Ni.a,a: 

R0 =1,34 fm. 
a0 =0, 70 fm. 
V0 =109,40 MeV. 

Ri=l,55 fm. 
ai=0,62 fm. 
Wv=22,20 MeV. 
WD=O MeV. 

h=O,l fm. á =0,20 fm. fJ =0,168 

Elab=l04 MeV. lmax=Jmax=50. 
E1 =0 l'2=1,33 MeV. ! 3 =2,16 MeV. 
[ 5 =2,50 MeV. 

Rc=l,25 fm. 

(Voor potentiaalpara
meters,zie Lit.l5) 

Rc=l,25 fm. 

(Voor potentiaalpara
meters,zie Lit.l6) 

Equidistante intervalscheidingspunten bij 2,5,10 intervallen. 
Bij 15 intervallen,nagenoeg equidistant: 

0-9-18-27-36-45-53-61-69-77-85-94-103-112-121-130. 
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X. CONCLUSIES. 

In hoofdstuk IX hebben we gezien dat de te sandwichen 

radiële golffuncties R (r;~) gladder verlopen als functie 
van á ,naarmate men hetl,fadiële gebied 0 ~ r I: rm in kleinere 
intervallen verdeelt.Dit resultaat is een noodzakelijke voor 
-waarde voor het toepasbaar zijn van een intervalsgewijze 
aanpak bij realistische waarden van de deformatieparameter ~· 
Ook de correcties op de e.s.+c.s.-benadering in onze inter
valsgewijze aanpak,worden beter bij kleinere intervallengte 

omdat in de Taylorreeksontwikkeling voor het gecorrigeerde 
resultaat de eerste termen overeenkomen met die van het e.c.
resultaat. 

De op grond hiervan verwachte convergentie wordt bevestigd 
in onze berekeningen.De resultaten voor de differentiële werk 
-zame doorsneden in de intervalsgewijze e.s.+c.s.-benadering 

convergeren naar de e.c.-resultaten voor een toenemend aantal 
intervallen.Voor protonverstrooiing (112cd.,30MeV) blijkt de 
convergentie sneller,dan voor a-verstrooiing (60Ni.,l04MeV), 
in teeenstellin~ tot de voorspelling die Inopin geeft.(Lit.2) 

De rekentijd,die ongeveer evenredig is met het aantal in
tervallen,blijkt vergeleken met de e.c.-rekentijd met ongeveer 

' een factor 3 a 4 gereduceerd te worden. 
Beschouwt men een e.c.-berekening met ongeveer dezelfde re

kentijd als de geconvergeerde intervalsgewijze e.s.+c.s.-bere
kening,door de E>tapgrootte groter te maken (0,1 fm- 0,4 fm), 
dan blijken de verkregen resultaten heel sterk af te wijken van 
de resultaten bij de kleine stapgrootte;zie grafiek X! • 
Het is dus niet zo,dat men met een e.c.-berekening met onge
veer dezelfde rekentijd als de intervalsgewijze e.s.+c.s.-be
rekening,resultaten verkrijgt die gelijkwaardig zijn met de 
resultaten van de intervalsgewijze e.s.+c.s.-berekening. 

Er dient te worden opgemerkt,dat het huidige intervalsge
wijze e.s.+c.s.-programma nog op geen enkele wijze geoptima-
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liseerd is,zodat de ~enoemde reductiefactor nog zeker niet de

finitief is en voorlopig gezien moet worden als een ondergrens. 

Een aantal factoren die van belang kunnen zijn bij opti
malisatie van de methode en het programma verdienen vermelding. 

Een kleine vermindering van de intervalsgewijze e.s.+c.s.-reken 
-tijd kan verkregen worden door het integratie-startpunt te ver 
-schuiven voor hogere J-waarden (~20%). 
Meer besparing van rekentijd is te verwachten van vergroting 
van de intervallen (snellere convergentie). 
Het symmetrieeren van de berekende asymmetrische S-matrix,(de 

symmetrie van de S-matrix volgt uit gegeneraliseerde Wronski
relaties),heeft geen duidelijk effect op de convergentie van 
de intervalsgewijze e.s.+c.s.-resultaten naar de e.c.-resul
taten. 
Meer wordt verwacht van het toepassen van gegeneraliseerde 
Wronskirelaties,die gelden voor de componenten van de oplos
singsvector in elk van de afzonderlijke intervallen. 
Verder lijkt het mogelijk snellere convergentie te verkrijgen 

door te keuze vanlende opkrikprocedure te optimaliseren. 
Bij de keuze van j kan men gebruik maken van de laagste orde 

benadering voor de afwijking tussen onze intervalsgewijze e.s. 
+c.s.-resultaten en de e.c.-resultaten. 
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XÏÏÏ .APPENDICES. -

De tweede-graads-polynoomontwikkeling voor R (r;d) luidt 
(zie form. IV.6.), 7,c 

f? __ (~J·[) = C
0

(J(.) +C,(Jt).O + c.~~J. Ól 
~l = C .. fz) + c,{'t);R .. 2_ ~: V ,r)) + l"fc)/?

0
& L ctfl 01.* Y(siJJVIfJt/J) 

.. ., /"" •p I '.I" , '"'l ,..... ,.. ._,_ , ... r.;".· "'~ · 
(1) 

'D' ~ ,. * 5" ( .t .t o- J/! t er} '\ ~ \1 
c::.; ft) "o fo-(f"-r: a~ ~l"' ~ .JA v .rj( 0 0 0 fJ) Vl:tT+I ~~) 

I 2. :l rr) 
Hierin is het symbool p. y -r een voorbeeld van een Wigrrer-
3j-symbool,dat i.h.a. een rol speelt bij het samenstellen 
van twee impulsmomentvectoren,en slechts in fase en nprmering 

i 

verschilt met de zgn. Clebsch-Gordan-coëfficiènt; 

(Zie Lit.l7) ( 2 
Het 3j-symbool ~ 0 
Indien we R (r;Ó) 

1 :[ ,ë 

~)is ongelijk nul voor 0"=0,2,4. 
schrijven als een multipoolontwikkeling 

vo gens; 

~-(~·$) ::L c:~;{fli~ )f) - L c:bcJ A~'tJ., Y>_ttce,;J 
t,! ~À -tÁ'l "" ( 2) 

(zie form.IV.9.),dan blijkt na herschrijven van (1) dat er 
geldt; 

(0) 

C
0 

(k) =- C
0

{1z) 

b) ?) 

Ç {'t) = C,{/f) K
0 

In (2) geeft t aan van welke orde in d (of a) de afzonderlij 
-ke termen afkorostie zijn,en is i~> een operator die slechts 
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werkt op de interne coördinaten van de kern.Substitueert 

men de multipoolontwikkeling (2) voor R (r;~) in het ma-
trixelement (ferm. IV.?.) 7,! 

I" (N'~ I' tN1 
{ti) ('4"eX1" ~M / '1?_;/-t.~·óJ / {l) (~,®X.1, ~M f 

I f 
dan volgt 

R- Pc) " = 2 c,etl~J <(t)f'Y.eltY) I ~{t1"'v I (t) 1(v ®Y-tH'j~ > 
./i ·l"ttl-:t'rli' ·0 ., :!" .I" 7/tf 11 7 1),7 'l' I' Jl'1 

I ) J 7 
(4) 

Vanwege het feit dat de operatoren A alleen werken op;de 

kerncoördinaten a~ kan men het matrixelement opsplit~en in 
een product van 2 matrixelementen. 

1~1'' 
c;.'1~) (L} (t''m"J"H_/'/JM)(I'm'l'tf/71'1). 

<l"m"IV /f'",') < 1'1~ ]"tt/I R.(~*/ti'·J'/1..') 1,11 J z ~, I I 

( 5) 

Het ~igner-Eckart-theorema drukt het matrixelement van een 

tensoroperator uit in een Clebsch-Gordan-coëfficiënt en een 
gereduceerd matrixelement volgens; 

9. < tl"· 1''11. "I /1. I 1(1'11. ';> = ( J'/1.'),- j J''t·l~ < N "-Iï/ !IJ 1/ !f! I') (~J'.o)- l 
J '.[ Ä7 .I 1 'I 7 • 1 .I ~ I ' ( 6 ) 

(zie Lit.ll). 

Het gereduceerde matrixelement < N"; I" IIAÀ 11 N' ; I'> hangt 
niet meer van de quanturngetallen MÏ en MI af ,en niet meer 
van~ .M.b.v. eigenschappen van,en relaties tussen Clebsch
Gordan-coëfficiënten,Wigner-3j-symbolen kan men de uitdruk
king voor de ge"sandwich"te radiële golffunctie herleiden 
tot; 

- ("'!) 
RJ-·I''!t"I"t'NI' == (7) 

"'t l" J 

I I I u I. I. {./ 'l I jj L cf~'t) é-/) 
7

(1.) - Ctl~ti'IaCtl~t),. (lf7T/
7
it'ot"o1Ào) l''I".A < IY;!J''!!I{Ï!!{!) 

t.À 
t'I' rj 

Hierin is {z"./"~ een zgn. 6j-symbool. 
Deze 6j-symbolen treden op bij het samenstellen van drie 
impulsmomenten. 
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Het 6j-symbool verschiJt slechts in fase met de zgn. Racah

coer'ficiënt W(/'I'l"I";JÀ) volgens; 

{
1'1

1 :r; == t) ../'+1'+1''.,. I" Vj ( !'!' t'71
:· .T).) 

I'l I" .A (-
Bij de afleiding van (7) is verder gebruik gemaakt van een 

relatie,waarin een 6j-symbool in een sommatie over een pro
duct van vier 3j-symbolen volgens (8) wordt uitgedrukt; 

.L'I' rj 
~·r J I._;.+A-!'f·-"'~? (.11 1

7 }jl'(" ~ )if I" I' À.)!]"/" J ) 
L (-!) (1 J+ IA I,.,_. -1'1/{ ",' _",.. 7 ( -/1_" lt' •7 11." "," -/'1 
m'"'.[m"t\f' 1'11 1 I 'I 1 ( 8 ) 

(zie Lit.l7). 
In uitdrukking (7) rest ons nu nog een uitdrukking te vin
den voor het gereduceerde matrixelement. 

Hiertoe drukt men Axt uit in creatie- en annihilatie-opera

toren.Daarmee ~erekent men AÀ~IN;IM~ .Als dit gebeurd is 
neemt men het lnproduct van de resulterende vector met de 

vector IN";I"Mï> ;dit leidt tot een uitdrukking voor het 

matrixelement <N" ;I"MÏ IAÀ'll N' ;I' Mi / • 
M.b.v. het Wigner-Eckart-theorema (6) volgt dan de uitdruk
king voor het gereduceerde matrixelement (N";I" IIAÀ 11 N' ;I'>. 
Verder wordt bij de berekening van de gereduceerde matrix
elementen gebruik gemaakt van de relatie: 

1"-1'+~ < N; I"J/fl)..l/ !'I;· I) ::::/-1) < 1'1~1'// /1;,1/ 11; J'') = < N;-I'/1 /l.J,/1/t:·I') 

(zie Lit.ll). 
De resultaten voor de voor ons van belang zijnde overgangen 

zijn vermeld op blz.39. (Zie ook Lit.ll) 
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APPENDIX B. 

In deze appendix geven we een gedetailleerde beschrijving 

van de wisselwerkings-potentiaal,zoals we reeds in hoofdstuk 
VII,formule (1) gezien hebben.De meest voor de hand liggende 

termen in de verstrooiingapotentiaal worden beschreven met 

de Coulombpotentiaal Vc(r) en de reële potentiaal V0 f(r,R0 ,~) 
De meest simpele vorm van de reële potentiaal is een recht
hoekige put.Vanwege het diffuse karakter van het kernopper

vlak,is dit echter geen erg realistische beschrijving.Een 
put met afgeronde hoeken zoals b.v. de Saxon-Woods-vorm geeft 
vaak een goede beschrijving.De Saxon-Woods-vormfactor (zie 
form.VII.~),en de afgeleide vormfactor zijn in beeld gebracht 
in fig.l?. 

1~--------------~ 

(f~R.a) 
8 

1 I I 
I I f - -- - - - - - - - - - - - - ;--,-; 

1 
H";--------------

..L •-- - - - - -- - -- - - -- ;_ 1_ I 
I•~ I 

D 

:! -------
~ 

- .l_ ------- -- - -- - - - - - - - -... .104 

0 
-JZ 

I 

I I 

I I I 

I 

Fig.l2:De Saxon
Woods-vormfactor 

en de afgeleide 
vormfactor. 

De diffuusheid a is een maat voor de kernoppervlaklaagdikte. 
Dit is de radiêle afstand waarover de vormfactor f(r,R,a) 
afneemt van 1 tot O.Voor r=R geldt:f(R,R,a)=l/2. 

In de potentiaaluitdrukking (V!Ï.l) staat R0 voor de kern-
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straal.De potentiaalparameter Ri wordt meestal iets groter 

gekozen dan R0 • 

Vanwege het feit dat men slechts met een beperkt aantal 
kanalen werkt,(afkapping),is een imaginaire potentiaal ver
eist,die de verdwijning van flux naar andere kanalen,die 
niet in de beschouwing worden betrokken,beschrijft.Deze ima 
-ginaire potentiaal is een combinatie van een oppervlakte
absorptieterm WD,en een volume-absorptieterm Wy.Voor proton 
-verstrooiing b.v. is empirisch voor energieën beneden 20 
MeV de oppervlakte-absorptieterm de belangrijkste absorptie 

-term gebleken.Voor hogere energieën dient echter ook de vo
lume-ab3orptieterm meegenomen te worden,om de meetresultaten 

te kunnen verklaren. 

Opm.Dat het imaginaire gedeelte van de potentiaal absorp
tie veroorzaakt,kan men als volgt inzien.Beschouw voor 

het gemak een potentiaal die alleen van r afhangt:V(r) 
=U(r)+iW(r).De tijdafhankelijke Schrödinger-vergelij
king ziet er dan als volgt uit; 

i .f èl Yfl)J =f .l:_ '\72 + Vt-tJ + i Wt-rJ 7 ~.Jt,i) ot .'lm J 

i~· J [Tftz~t/'iitltJJ = _:f. [Yr~tJ v&~~J-lfft,~;vz*~JJ 
rt :~m + .t t' W~~tYftt~tJ . 

~I YPt,tJ/'1 - i./.1. f!. [Y~~JVYk,tJ-Tffiti)~t)},_ /lTW~>~~)Y;t) 
Ot 11'1"1 

Dit is de quanturnmechanische uitdrukking voor de deel

tjesflux J en de deeltjesdichtheid f= ~~(r,t~~ ,het 
q.m. equivalent van de klassieke continuiteitsvergelij 
-king.Mits W(r)( 0 absorbeert het systeem invallende 

deeltjes,en wel meer naarmate W(r) sterker negatief is. 
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Keren we nu terug naar de beschouwing van de interactie 

potentiaal.Indien de potentiaal sferisch zou zijn,dan zou er 

alleen elastische verstrooiing optreden.Bij een niet-sferische 
kernpotentiaal kan er ook inelastische verstrooiing optreden. 
Indien je nu de kern quadrupoolvibraties laat uitvoeren,om 
een sferische evenwichtsvorm dan manifesteert de (B,~,a)

afhankelijkheid van de potentiaal V zich alleen in de parame

trische afhankelijkheid van ~,zoals we reeds in hfds.iV 
gezien hebben.In de potentiaaluitdrukking vervangt men R0 

door R0 + dl .Ook van de imaginaire potentiaal wordt veronder

steld,dRt deze de kernoppervlaktrillingen volgt;Ri--~•• Ri+ d. 
Hoe de invloed is van de quadrupoolvibraties op de Coulomb
potentiaal hebben we reeds gezien in hoofdstuk VII. 

APPENDIX C. 

Het aansluiten. 

De methode ter bepaling van de S-matrixelementen. 
In hoofdstuk VI zagen we dat de oplossingsmatrix D bestaat -- = 
uit N lineair onafhankelijke oplossingsvectoren u ,die vol--p 
doen aan het stelsel gekoppelde d.v.-en.Elk van deze N oplos 
-singsvectoren bestaat uit 2N componenten.Namelijk N compo

nenten upq(rm) en N componenten upq(rm) in deN kanalen. 
Men zoekt nu een lineaire combinatie van deze N lineair on
afhankelijke oplossingsvectoren,die in rm wat betreft func
tiewaarde en afgeleide aansluiten op de asymptotische oplos 
sing ("smooth matching"),zodat de gelijkheid van deze oplos 
sing aan de asymptotische oplossing in het gehele buitenge
bied gegarandeerd is.(Een oplossing wordt volledig vastge
legd door twee randvoorwaarden). 

In het geval van eeladen projectielen,en randvoorwaarde-for
mulering m.b.v. de S-matrix ziet aansluiten er als volgt uit; 
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N iCJÎ -i~ k
11

L k apupq (rm )=e !ldnq [Gq (rm )-iF q ( rml] -e Snq~ fq ( rm)+iF q (rml] 

( l) 

N i~ -i~ k~ 
~ apu~q(rm)=e ·,çnq(G~(rm)-iF~(rml] -e 'Snq~[G~(rm)+iF~(rml] 

( 2) 

Hierin ZlJn Fq en Gq de reguliere en irreguliere Coulombfunc 

ties.Asymptotisch geldt; 

E/_,'::;'00 sin(kr-~ln2kr-(17Tj2)+ ~) 
G.( ~eo cos ( kr-~ ln2kr- ( .I7Tj 2) + dj) 

(Zie Lit..l8). 

inlopende golf. 

uitlopende golf. 

Uit vergelijkingen (1) en (2) kan men nu de N coëfficiënten 

a en de matrixelementen S q bepalen. p Il 

Vermenigvuldigt men vergelijking (l) met f~(rm)+iF~(rm)] 
en vergelijking (2) met [Gq(rm)+iFq(rm~ en neemt men het 
verschil van de zo verkregen uitdrukkingen dan resulteert 

dit in; 

N 

'=lap{ f~ ( rm )+iF~ (rm l] upq ( rm)- [Gq ( rm )+iF q ( rm l) u~q ( rm l} = 

i01. 
?ie ~dnq ,voor elke q. (3) 

Hierin is gebruik gemaakt van het feit dat er geldt; 

F~(rm)Gq(rm)-Fq(rm)G~(rm)=l. 
Vergelijking (3) levert de coëfficiënten ap. 

Vermenigvuldigt men vergelijking (l) met (G'(r )-iF'(r )] q m q m 
en ver~elijking (2) met [G (r )-iF (r )) en neemt men het · q m q m 
verschil van beide uitdrukkingen,dan vindt men; 
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Deze vergelijking drukt S uit in bekende grootheden. 
nq 

( 4) 

Opm.Het aansluiten m.b.v. de randvoorwaarde-formulering 

uitgedrukt in de C-matrixelementen verloopt analoog, 
uitgaande van de vergelijkingen; 

N 

~ apupq ( rm) ~dnÓnq F q ( rm )+enqcnq [G q ( rm )+iF q ( rm l] 

N 

~~l apu~q(rm)~dndnqF~(rm)+enqcnq f~<rm)+iF~(rmlJ 

met 
1/2 

d = ( 2 f +1) • exp (i~ ) n n ,,. 

3/2 1/2 
enq= ( kn/kq) ( 2/q +1) exp (i 0(

1
) en 

Zie Lit.ll 

Opm.Uit de definitie van de S-matrix resp. a-matrix kan 
men het volgende verband tussen de a-matrix en de s
matrix afleiden: 
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