EINDHOVEN
e UNIVERSITY OF
TECHNOLOGY

Eindhoven University of Technology

MASTER

Tweedimensionale golfvoortplanting in elastische materialen

Janssen, J.J.T.H.

Award date:
1996

Link to publication

Disclaimer

This document contains a student thesis (bachelor's or master's), as authored by a student at Eindhoven University of Technology. Student
theses are made available in the TU/e repository upon obtaining the required degree. The grade received is not published on the document
as presented in the repository. The required complexity or quality of research of student theses may vary by program, and the required
minimum study period may vary in duration.

General rights
Copyright and moral rights for the publications made accessible in the public portal are retained by the authors and/or other copyright owners
and it is a condition of accessing publications that users recognise and abide by the legal requirements associated with these rights.

» Users may download and print one copy of any publication from the public portal for the purpose of private study or research.
* You may not further distribute the material or use it for any profit-making activity or commercial gain

Take down policy
If you believe that this document breaches copyright please contact us providing details, and we will remove access to the work immediately
and investigate your claim.

Download date: 24. Jun. 2025


https://research.tue.nl/nl/studentTheses/27f0b051-4c57-461b-b16f-82f1cfcc3aa4

Tweedimensionale golfvoortplanting
in elastische materialen

J.T.H. Janssen

B Juni 1996, WFW-rapport 96-093

Afstudeerverslag

John Janssen

Technische Universiteit Eindhoven
Faculteit Werktuigbouwkunde
Fundamentele Werktuigkunde (WFW)

Hoogleraar: Prof. Dr. Ir. D.H. van Campen

Begeleiders: Dr. Ir. A.A.H.J. Sauren
Ir. M.H.A. Claessens




Samenvatting

Het doel van deze studie is het verkrijgen van inzicht in analytische, numerieke en experimentele
aspecten met betrekking tot golfvoortplantingsverschijnselen in vaste stoffen. Het verkregen in-
zicht zal gebruikt worden in de ontwikkeling van een drie-dimensionaal eindige elementen model
van het menselijk hoofd om effecten van golfvoortplanting in het hoofd, veroorzaakt door een
stootbelasting, te voorspellen.

Uit analytische beschouwingen blijkt dat in het algemeen twee typen golven in vaste media
beschouwd kunnen worden, die gekarakteriseerd worden door een specifieke voortplantingssnelheid.
Deze twee typen zijn longitudinale en transversale golven.

In het onderhavige onderzoek is gestart met het bestuderen van één-dimensionale transversale
golfvoortplanting in een elastische balk met vrije uiteinden (Bernoulli-model) die in het midden
loodrecht op de balkas wordt geéxciteerd d.m.v. een stootbelasting.

Eén-dimensionale transversale golfvoortplanting in een balk wordt beschreven door een line-
aire vierde orde partiéle differentiaalvergelijking met als onafhankelijke variabelen de tijd en een
ruimtelijke codrdinaat. Door de Fouriertransformatie te gebruiken kan de onafhankelijke variabele
’tijd’ geélimineerd worden, waardoor de oorspronkelijke partiéle differentiaalvergelijking geredu-
ceerd wordt tot een set gewone differentiaalvergelijkingen in de Fouriergetransformeerde van de
gezochte oplossing.

De totale oplossing van het transversale golfprobleem in een balk bestaat uit de superpositie
van verschillende frequentiecomponenten die zich met verschillende fasesnelheden voortplanten en
ruimtelijk gedempte trillingen. Het belangrijkste verschil tussen transversale golven in een balk
en longitudinale golven in een staaf is het dispersieve karakter van transversale golven.

Het eindige elementen model wordt verkregen door het discretiseren van de bewegingsvergelij-
kingen in de plaats en de tijd. De ruimtelijke discretisatie wordt uitgevoerd m.b.v. de Galerkin
eindige elementen methode. Het resulterende systeem van gewone differentiaalvergelijkingen wordt
vervolgens geintegreerd in de tijd m.b.v. directe tijdsintegratie-methoden. Beide vormen van dis-
cretisatie veroorzaken fouten die de nauwkeurigheid van de simulatieresultaten beinvloeden.

Om een nauwkeurige benadering van het systeemgedrag te verkrijgen, dienen alle relevante
frequentiecomponenten bepaald te worden die de respons van het systeem beschrijven. De mesh
dient voldoende fijn te zijn om alle relevante frequenties te beschrijven. De tijdstapgrootte bepaalt
vervolgens welke frequenties daadwerkelijk zichtbaar worden gemaakt in de oplossing.

Het experimentele onderzoek heeft tot doel de betrouwbaarheid van de analytisch benaderde
resultaten m.b.v. de FFT-analyse en de eindige elementen resultaten te toetsen. De eindige
elementen resultaten tonen, wat betreft de fasesnelheid van de frequentiecomponenten, grote ge-
lijkenis met de experimentele resultaten. Tussen de eindige elementen resultaten en de analytisch
benaderde resultaten m.b.v. de FFT-analyse bestaat een significant verschil in fasesnelheid.
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1 INLEIDING

1 Inleiding

Het doel van deze studie is het verkrijgen van inzicht in analytische, numerieke en experimentele
aspecten met betrekking tot golfvoortplantingsverschijnselen in vaste stoffen. Het verkregen in-
zicht zal gebruikt worden in de ontwikkeling van een drie-dimensionaal eindige elementen model
van het menselijke hoofd om effecten van golfvoortplanting in het hoofd, veroorzaakt door een
stootbelasting, te voorspellen. Speciale aandacht gaat uit naar golfvoortplanting tijdens, direct
na en dicht in de buurt van de stootbelasting. Als gekeken wordt naar kleine tijdsintervallen,
waarbij in korte tijd een kracht op een voorwerp wordt aangebracht, dan worden de spanningen
en rekken beschouwd in termen van golfvoortplanting [Kolsky (1963)]. Het is de bedoeling om het
eindige elementen model van een elastische balk, die in het midden loodrecht op de balkas wordt
geéxciteerd, te toetsen m.b.v. analytische en experimentele gegevens. Het modelleren vindt plaats
in het eindige elementen pakket MARC.

Uit analytische beschouwingen blijkt dat in het algemeen twee typen golven in vaste media
beschouwd kunnen worden, die gekarakteriseerd worden door een specifieke voortplantingssnel-
heid. Deze twee typen zijn longitudinale en transversale golven. Indien een golf van elk type een
scheidingsvlak treft tussen twee media (met verschillende eigenschappen) words een deel van de
golf gerefiecteerd en een deel wordt via het scheidingsvlak overgedragen (transmissie).

Longitudinale golfvoortplanting (één- en meerdimensionaal) in een eindige, slanke, elastische
staaf is bestudeerd door Hempenius (1995). In het onderhavige onderzoek wordt gestart met
het bestuderen van ééndimensionale transversale golfvoortplanting in een elastische balk met vrije
uiteinden (Bernoulli-model) die in het midden loodrecht op de balkas wordt geéxciteerd d.m.v. een
stootbelasting. Dit model is gekozen vanwege de relatief eenvoudige geometrie van het medium.

Voor een rechte, slanke, elastische balk die loodrecht op de balkas wordt geéxciteerd, is het
mogelijk een analytische benadering te vinden voor ééndimensionale transversale golfvoortplanting
in een balk. De analytische resultaten maken het mogelijk inzicht te krijgen in het fenomeen
transversale golfvoortplanting in een balk en in de verschillen tussen transversale golfvoortplanting
in een balk en longitudinale golfvoortplanting in een staaf.

Veel golfverschijnselen worden beschreven door lineaire partiéle differentiaalvergelijkingen met
als onafhankelijke variabelen de tijd en één of meer ruimtelijke codrdinaten. Door de Fourier-
transformatie te gebruiken kan de onafhankelijke variabele ’tijd’ geélimineerd worden. Voor een
ééndimensionaal probleem kan m.b.v. de Fouriertheorie de oorspronkelijke partigle differentiaal-
vergelijking gereduceerd worden tot een set gewone differentiaalvergelijkingen in de Fourierge-
transformeerde van de gezochte oplossing.

De experimenten hebben tot doel de betrouwbaarheid van de analytisch benaderde resultaten
en het eindige elementen model van een rechte, elastische balk te toetsen. Indien de experi-
menten en de numerieke resultaten overeenstemmen, kan in een vervolgonderzoek een analyse
worden uitgevoerd voor golfvoortplanting in een meer hoofdachtig model (cirkelvormige geometrie
en visco-elastisch materiaalgedrag). Verder kan de invloed van verschillende parameters in het
eindige elementen model op transversale golfvoortplanting bestudeerd worden. Validatie van het
numerieke model van een rechte, elastische balk is noodzakelijk om bij complexe structuren, waar
experimenten niet mogelijk zijn, de betrouwbaarheid van de numerieke simulaties af te kunnen
schatten.

Het eerste gedeelte van dit rapport behandelt de analytische aspecten van ééndimensionale
longitudinale en transversale golfvoortplanting gebaseerd op de Fouriertheorie. Belangrijk hierbij
zijn de karakteristieke verschillen die optreden tussen ééndimensionale longitudinale en transversale
golfvoortplanting. Het numeriek uitwerken van de Fouriertheorie m.b.v. FFT-transformaties levert
echter een benadering van de gezochte oplossing.

Het tweede gedeelte van dit rapport beschrijft de aspecten en effecten die optreden bij het nu-
meriek modelleren van transversale golfvoortplanting in het eindige elementen pakket MARC. Het
numerieke model wordt verkregen door het discretiseren van de bewegingsvergelijking in de plaats
en de tijd. De ruimtelijke discretisatie wordt uitgevoerd m.b.v. de Galerkin eindige elementen
methode.

Het resulterende systeem van gewone differentiaalvergelijkingen wordt vervolgens geintegreerd
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in de tijd m.b.v. directe tijdsintegratie-methoden (centrale differentie en Newmark-3). Beide
vormen van discretisatie veroorzaken fouten die de nauwkeurigheid van de numerieke resultaten
beinvloeden.

Het laatste gedeelte van het rapport beschrijft het experimentele onderzoek van transversale
golfvoortplanting in een rechte, slanke balk. De experimentele resultaten worden vervolgens verge-
leken met de numerieke resultaten verkregen door het modelleren van het probleem in het eindige
elementen pakket MARC. De experimentele en numerieke resultaten en de vergelijking tussen
beide worden geconfronteerd met de analytische gegevens uit het eerste gedeelte van dit rapport.
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ANALYSEMETHODE GEBASEERD OP DE FOURIERTHEORIE

2 Eendimensionale golfvoortplanting in vaste stoffen; een
analysemethode gebaseerd op de Fouriertheorie

Veel golfvoortplantingsverschijnselen worden beschreven door lineaire partiéle differentiaalverge-
lijkingen met als onafhankelijke variabelen de tijd en één of meer ruimtelijke codrdinaten. Door
als oplossingsmethode de Fouriertransformatie van de bewegingsvergelijking te gebruiken, kan de
onafhankelijke variabele 'tijd’ geélimineerd worden. Voor een ééndimensionaal probleem kan de
oorspronkelijke partiéle differentiaalvergelijking omgezet worden in een set gewone differentiaal-
vergelijkingen in de Fouriergetransformeerde van de gezochte oplossing.

Als eerste wordt bestudeerd op welke manier het toepassen van de Fouriertransformatie leidt
tot een reductie van het aantal afgeleiden in een algemene, lineaire, partiéle differentiaalverge-
lijking en op welke wijze de algemene oplossing wordt verkregen uit de differentiaalvergelijking.
Vervolgens wordt de algemene oplossing afgeleid voor longitudinale en transversale golfvoortplan-
ting. Het invoeren van randvoorwaarden maakt het mogelijk longitudinale golfvoortplanting in
een oneindig lange staaf en transversale golfvoortplanting in een eindige balk te beschrijven.

Voor de volledigheid wordt in dit rapport ook longitudinale golfvoortplanting geanalyseerd
m.b.v. de Fouriertheorie als aanvulling op Hempenius (1995). Verder worden de karakteristieke
verschillen tussen longitudinale en transversale golfvoortplanting geanalyseerd.

Algemene aspecten van golfvoortplanting in elastische materialen worden behandeld in appen-
dix A.

2.1 Algemene partiéle differentiaalvergelijkingen

Beschouwd wordt de volgende algemene, lineaire, homogene differentiaalvergelijking in de afhan-
kelijke variabele u = u(z,t)
+ a@u + b&u + 082u + d82u + 6_62u
Ut e e o 4
Oz ot dx? ot? Ozt
De coéfficiénten a,b,c,... zijn tijdsonafhankelijk maar kunnen wel functies zijn van de positie.
De oplossing u(z,t) van het te beschouwen golfprobleem wordt beschouwd als een reéle, niet-
periodieke, absoluut integreerbare grootheid die beschreven kan worden m.b.v. de Fourier-integraal
(appendix B)

+...=0 (2.1)

u(z,t) = /ﬂ(x7w)ei”tdw (2.2)

—0o0

waarin 4(z,w) de Fouriergetransformeerde is van u(z,t). De Fouriergetransformeerde i(x,w) is
afhankelijk van de ruimtelijke positie z en de hoekfrequentie w.

Substitutie van vergelijking (2.2) in de differentiaalvergelijking (2.1) leidt tot

d*i(z,w)
dz?

/ [a(z,w) + aﬂ(;a;—w) + (iw)bi(z,w) + ¢

di(z,w)

e e“tdw =0 (2.3)

+ (iw)?di(z, w) + (iw)e

Uit bovenstaande vergelijking kan geconcludeerd worden dat de tijdsafgeleiden vervangen worden
door algebraische expressies in de Fouriergetransformeerde 4(x,w). Dit leidt tot een reductie van




2.1 Algemene partiéle differentiaalvergelijkingen

het aantal afgeleiden. Voor iedere waarde w €< —o0, 00 > dient de vergelijking tussen de rechte
haken in (2.3) gelijk te zijn aan nul

di(z,w) iz, w)
[1+(zw)b+(zw) d+. ] (z,w) + [a-l—(zw)e-l— ]T+ [c+"']T+"' =0, Vw
(2.4)
of in verkorte notatie
dii d? dM—14
A (z,w)i(z,w) + As(z,w) u(; w) + As(z, w)——qM +... +AM($,W)# =0,Vw
(2.5)
Hierin zijn A1, As, ... , Ay complexe grootheden. De orde van de te beschouwen partiéle differen-
tiaalvergelijking is gelijk aan M — 1.
Beschouwd wordt het geval als de coéfficiénten a, b, ¢, ... in de algemene partiéle differentiaal-
vergelijking (2.1) onafthankelijk zijn van de positie. In dit geval zijn de coéfficiénten 41, 42, ..., An

in vergelijking (2.5) constant (bij één vaste w). Lineaire differentiaalvergelijkingen met constante
coéfficiénten bezitten oplossingen van de vorm e”(“)*  waarbij r-(w) wordt verkregen door het op-
lossen van de algebraische karakteristieke vergelijking

A (w) + Ao (W)r(w) + As(w) [r(w)] o+ Ay [r(w)] Mot 0, Yw (2.6)

Gewoonlijk wordt in golfanalyses aangenomen dat r(w) complex is. De oplossingen zijn dan van
de vorm [Doyle (1986)]

iz, w) = C(w)e @ vy (2.7)

met C(w) de complexe integratieconstante en exponent k(w) het golfgetal [1/m]. Het golfgetal
k(w) van frequentiecomponent w wordt gedefinieerd als het aantal golflengtes per eenheid van
lengte

27

Alw)

waarin A(w) de golflengte van frequentiecomponent w voorstelt.

klw) =

Substitutie van vergelijking (2.7) in vergelijking (2.5) levert voor de karakteristieke vergelijkin-
gen

M_IAM(w) C(w)e @z = ¢, Yw

(2.8)

Ay () + [iEw)] As(w) + [ik(@)]* As(w) + . .. + [ik(w)]

Elke karakteristieke vergelijking heeft M — 1 wortels ky,(w) (m=1,... ,M —1). Het aantal wor-
tels van elke karakteristicke vergelijking is dus gelijk aan de orde van de te beschouwen partigle
differentiaalvergelijking.

De oplossing voor de Fouriergetransformeerde @(z,w) wordt gegeven als de superpositie van
de wortels van de karakteristieke vergelijking in de vorm

iz, w) = Zc Jetkn@le oy, (2.9)

De totale oplossing u(z,t) kan geschreven worden als

o0

u(z,t) = Re [/ (MZ:1 C’m(w)eikm(“’)w>ei“’tdw] (2.10)
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2.2 Eendimensionale longitudinale golfvoortplanting in een staaf

De analyse van golfvoortplanting op basis van de exacte bewegingsvergelijkingen (appendix A)
voor realistische, elastische systemen is al snel te complex om nog een analytische oplossing te vin-
den. Voor een aantal, qua geometrie, eenvoudige structuren kan een benaderingswijze gehanteerd
worden om tot een oplossing te komen. Dit wordt vaak gedaan door bepaalde veronderstellingen
te doen m.b.t. de wijze waarop de structuren vervormen zodat de werkelijke vervorming wordt
benaderd. In het geval van een staaf kan de elementaire theorie worden gebruikt indien de golf-
lengte van de golf veel groter is dan de radius van de staaf. Voor ééndimensionale longitudinale
golfvoortplanting in een slanke staaf worden de volgende aannamen gemaakt:

o Doorsneden die in onvervormde toestand vlak zijn en loodrecht staan op de staafas, blijven
dit ook in vervormde toestand.

o Uniforme spanningsverdeling over de doorsnede [Hempenius (1995)].

o Er heerst een uni-axiale spanningstoestand (alleen de spanning in axiale richting is ongelijk
aan nul).

o Het staafmateriaal is lineair elastisch, homogeen en isotroop.
o Beschouwd worden alleen golven die zich voortplanten in de lengterichting van de staaf.
o Laterale effecten (Poisson expansie en contractie) worden verwaarloosd Hoof (1994).

De elementaire theorie vindt zijn oorsprong in de bewegingsvergelijking in x-richting van een
infinitesimaal deel van de staaf met constante doorsnede en lengte dz (figuur 1)

dz
do
o q ——> o + %dx
- >
U

Figuur 1: Spanningen werkend op een infinitesimaal deel van de staaf

o7  _ Ou
oz 17 P

met p de dichtheid van de staaf, o(z,#) het dynamisch variérende spanningsveld, ¢(z,%) de volu-
mekrachten en u(z,t) de longitudinale verplaatsing.

(2.11)

Aangenomen wordt dat het materiaal zich gedraagt volgens de wet van Hooke, dus de ver-
houding tussen de spanning ¢ en de axiale rek g—; in het element wordt gegeven door de Young's
modulus E zodat vergelijking (2.11) resulteert in

8%u 8%u

PR

Bz (2.12)




2.2 Eendimensionale longitudinale golfvoortplanting in een staaf

Hierbij wordt er van uitgegaan dat het staafmateriaal homogeen is zodat FE en p onafhankelijk
zijn van de cotrdinaat z. In afwezigheid van de volumekrachten reduceert vergelijking (2.12) tot
de volgende partiéle differentiaalvergelijking

&y 1 6%u
- = (2.13)
Oz co? Ot
- , 2 1 . T .. : ; 1 h] - 11 L § /ﬁ_— kDl
met de eendimensionale, positieve, constante golivoortplantingssnelheld ¢cg = /E /p. Boven-

staande vergelijking is een voorbeeld van de algemene partiéle differentiaalvergelijking (2.1) met
¢ # 0end# 0. De andere coéfficiénten zijn nul. Substitutie van vergelijking (2.2) in vergelij-
king (2.13) levert

7 Pi(z,w)  w? it
/ (—d{l}2— + CO—Q’UI(SE,(AJ))e dw =70 (214)

Substitutie van vergelijking (2.7) in vergelijking (2.14) leidt tot
7 2
Re[/ ([ik(w)]QC(w)eik(w)’” + %C(w)eik(“’)z)emdw] =0
¢
-0 0
De karakteristieke vergelijkingen zijn van de vorm
2

[-k?(w) + ;—2] Clw)=0, VYw (2.15)

Vergelijking (2.13) is een tweede orde differentiaalvergelijking dus het aantal wortels (M — 1) van
de karakteristieke vergelijkingen is gelijk aan twee

ke (w) = +2, Vw (2.16)
Co
ko (w) = —=, Yo (2.17)
Co
De totale oplossing wordt
ik (w)z iko(w)z \ Jiwt 1
u(z,t) = Re (C’l(w)e ! + Cy(w)e’™ )e de
% (2.18)

o0 o0
:Re[/ Cl(w)ei%(”‘:‘)t)dw} +Re[/ CQ(w)e~i%(z—cot)dwjl
oo LI

Vergelijking (2.18) is equivalent met de oplossing van d’Alembert (appendix C) en beschrijft de
verschillende golfcomponenten die zich in negatieve en positieve z-richting voortplanten. De com-
plexe waarden C1(w) en Cy(w) volgen uit de opgelegde randvoorwaarden. Het frequentiebereik is
afthankelijk van het frequentiespectrum van het excitatie-signaal.

Als alleen golfcomponenten worden beschouwd die zich in positieve z-richting voortplanten,
dan geldt voor de fase ¢(w) (argument van het tweede deel van de exponentiéle functie (2.18))
van frequentiecomponent w

$w) = ——(z—cot), Y (2.19)

Co




2.3 Eendimensionale longitudinale golfvoortplanting in een half-oneindig lange staaf

De voortplantingssnetheid van frequentiecomponent w wordt gevonden door een punt p (figuur 2)
te volgen dat constant dezelfde amplitude Ca(w) heeft. Voor punt p geldt dat de fase ¢(w) van
frequentiecomponent w constant is

—ci(:c — ¢cot) = constant, Yw (2.20)
0

Hieruit volgt (w en ¢g zijn constant)

d

d—:; = ¢ = c(w), Yw (2.21)
De variabele c(w) wordt de fasesnelheid van frequentiecomponent w genoemd. Uit vergelij-
king (2.21) blijkt dat verschillende frequentiecomponenten zich voortplanten met dezelfde con-
stante fasesnelheid. Wanneer de fasesnelheid onathankelijk is van de hoekfrequentie dan wordt het
signaal (de golf) niet-dispersief genoemd en zal het golfprofiel zich onvervormd door het medium

voortplanten.

____tl

———ty

Cz(w

—Cg(u))

Figuur 2: Voortplantingssnelheid van frequentiecomponent w

Uit het bovenstaande kan het volgende geconcludeerd worden: Voor de tweede orde partiéle
differentiaalvergelijking (2.13) bezitten de karakteristieke vergelijkingen twee reéle waarden k(w)
(positief en negatief) die lineair zijn in de hoekfrequentie (zie (2.16) en (2.17)). De algemene
totale oplossing van het longitudinale golfprobleem bestaat uit de superpositie van verschillende
frequentiecomponenten die zich alle met een zelfde constante fasesnelheid ¢y voortplanten in ener-
zijds negatieve en anderzijds positieve z-richting.

2.3 Eendimensionale longitudinale golfvoortplanting in een half-oneindig
lange staaf

In deze paragraaf wordt een numerieke simulatie beschreven gebaseerd op het FFT-algoritme in
het programma MATLAB. Beschouwd wordt het geval van een half-oneindig lange staaf die aan
het uiteinde uniform axiaal wordt geéxciteerd. De simulatie-resultaten worden vergeleken met
de resultaten van Hempenius (1995) die experimenteel en numeriek onderzoek heeft gedaan naar
longitudinale golfvoortplanting in een slanke elastische staaf.

Beschouwd wordt een half-oneindig lange aluminium staaf die gedefinieerd is voor z > 0
(figuur 3). Er wordt aangenomen dat de bewegingsvrijheid in axiale richting niet beperkt wordt.




2.3 Eendimensionale longitudinale golfvoortplanting in een half-oneindig lange staaf

Figuur 3: Half-oneindig lange staaf

Deze staaf wordt ter plaatse z = 0 uniform geéxciteerd m.b.v. een axiale stootbelasting F(t),
waarbij wordt aangenomen dat F(t) = 0 indien ¢ < 0 en de staaf in rust is voor ¢t < 0. De kracht
als functie van de tijd F(¢) wordt beschreven als de eerste periodehelft van een sinus [Hempenius
(1995)]

0 t <0,
F(t) = { Finaosin(%t) 0<t<¢, (2.22)
0 t>&

met Fi,,., de maximale kracht en £ de contacttijd. Bij een uniforme spannings- en rekverdeling
over de doorsnede geldt volgens Hooke voor de axiale rek e, (z, 1)

_Fmaw .
eola,t) = — sm(%t - 570:n), 0<t- - <¢ (2.23)

met het oppervlak van de doorsnede A, de Young’s modulus E en de ééndimensionale golfvoort-
plantingssnelheid c¢p.

De longitudinale verplaatsing u(z,t) in positieve z-richting kan volgens vergelijking (2.18)

beschreven worden met de volgende vergelijking

u(z,t) = Re[/ C’z(w)e_i%(z_cot)dw , z>0 (2.24)

De axiale rek €,(z,t) kan beschreven worden m.b.v. de volgende vergelijking

Ou(z, t)
(z,t) = —/—— 2.2
ealmt) = 7 (225)
Ter plaatse £ = 0 geldt de volgende randvoorwaarde
du(z,t)
—FA—-12 =F(t 2.2
D < F(Y) (2:26)
Vergelijking (2.26) geschreven m.b.v. de Fourier-integraal leidt tot
d ~ iwt n iwt
—EAEE Wz, w)edw = [ Flw)e™tdw (2.27)

10



2.3 Eendimensionale longitudinale golfvoortplanting in een half-oneindig lange staaf

met F(w) de Fouriergetransformeerde van de excitatiekracht. Substitutie van (2.24) in (2.27)
levert voor Cs(w)

—iF(w)

)= Farey

Yw (2.28)

met het golfgetal k(w) = w/co. Substitutie van (2.28) in (2.24) resulteert in

(S N
u(z,t) = EARel %(—%le”k(“’)me“tdw}, z>0 (2.29)
—0oQ
Voor de axiale rek e, (z,t) geldt
o(z,t) = —Re{ / Fw)e ke “"tdw] x>0 (2.30)

Aangenomen wordt dat de axiale rek uniform verdeeld is over de doorsnede. Indien de axiale rek
geschreven wordt m.b.v. de Fourier-integraal

o0

gx(xz,t) = /éz(m,w)ei“tdw

— 00
dan volgt hieruit volgens (2.30) voor de Fouriergetransformeerde £, (x,w)

Ex(z,w) = F(w);j—/lle_ik(“’)’”

= F(w)G(z,w), Yw, x>0

(2.31)

waarin G(z,w) = he~*)? de “overdrachtsfunctie” van het golfprobleem voorstelt.

2.3.1 Resultaten van de simulatie

Bij het toepassen van de Fourier-integraal wordt in theorie uitgegaan van een integratiegebied
voor de hoekfrequentie dat loopt van —oo tot +oo. In numerieke berekeningen wordt de Fourier-
integraal benaderd m.b.v. de Fast Fourier-Transformatie (FFT). Bij het benaderen van de in-
tegraaluitdrukking door het FFT-algoritme wordt een eindig aantal discrete functiewaarden als
uitgangspunt genomen. Hierbij wordt uitgegaan van een bemonstering van de te beschouwen
grootheid in het tijdsinterval [0,7"] waarbij het signaal wordt opgedeeld in N equidistante deelin-
tervallen. Beschouwd wordt het signaal in het interval 0 < ¢ < T als deel van een niet-periodiek
continu voortlopend signaal. Het bemonsterde signaal wordt beschouwd als zijnde periodiek met
periode NAt.

Voor de axiale rek e,(z,t) geldt volgens (2.30)
-1 i —ik(w)ziwt
z\Ly = T=7 * ) 2
gz, 1) EARE{/ F(w)e e“rdw z>0
oftewel voor alleen positieve hoekfrequenties w (appendix B)

(:L, t) — l:/ —ik(w)zeiwtdw} , T 2 0 (232)
0

11



2.3 Eendimensionale longitudinale golfvoortplanting in een half-oneindig lange staaf

Tot dusver is er nog geen sprake van een benadering.
Indien de axiale rek geschreven wordt in discrete Fourier-representatie

N—-1
. 2
£2(7,t) ~ 2Re [Z ézn(m)ew"t} ,  wp = % = constant
n=0

dan volgt hieruit volgens (2.30) voor de discrete Fouriercoéfliciénten £,y

s fp L ik
Fon = Inpa® (2.33)
:ﬁ’nG(:r,wn), n=0,..., N—1

Vermenigvuldiging van het discrete frequentiespectrum van de excitatiekracht met de overdrachts-
functie in het frequentiedomein levert de discrete Fouriercoéfficiénten van de axiale rek. De inverse
Fouriertransformatie van de Fouriercoéfficiénten levert vervolgens op discrete tijdstippen de axiale
rek op een bepaalde positie z.

In de simulatie wordt gebruik gemaakt van de volgende eigenschappen van de aluminium staaf:
o Young’s modulus E = 70.10° [N/m?]

o Dichtheid p = 2710 [kg/m?]

o Diameter D = 0.015 [m]

Figuur 4 geeft het verloop van de stootbelasting F'(t) weer volgens (2.22)

0 t <0,
F(t) = < 1500 sin(g5a5=st) t < 160.1075,
0 t > 160.1076.

Het FFT-algoritme maakt gebruik van discrete waarden van de functie F(t). Op discrete equi-

1500 T

1000+

F(t) [N]

500 1 : 4

tijd [s] ' oS

Figuur 4: Excitatie-signaal

distante tijdstippen 0, At,2At, ... , NAt wordt de waarde van F(t) opgeslagen. Het totale tijds-
interval bedraagt

T = NAt (2.34)

12



2.3 Eendimensionale longitudinale golfvoortplanting in een half-oneindig lange staaf

Met N het aantal deelintervallen. De maximale frequentie waarvoor via het FFT-algoritme, op
basis van N bemonsteringen met tijdstapgrootte At, de Fouriergetransformeerde bepaald kan
worden (Nyquist-frequentie) bedraagt

[\
|-
O

f Nyquist —
Om aliasing te voorkomen dient voldaan te zijn aan het bemonsteringstheorema van Shannon

fNyquist Z fmaz (236)

waarbij finaz de maximale frequentie is die in het signaal voorkomt. Voor de frequentiestapgrootte
Af geldt
Af = ! 2.37

f=7 (2.37)
De keuze van At bepaalt het frequentiebereik [0, fyyquist] waarbinnen de relevante frequentiecom-
ponenten behoren te liggen. De keuze van N bepaalt uiteindelijk de resolutie in het frequentiedo-
mein. In de simulatie is gekozen voor een tijdstapgrootte At = 10.107°[s]. Hieruit volgt voor de
Nyquist-frequentie fyyquist = 50 [kHz]. Voor N is de waarde 1024 genomen. Dit betekent voor de
resolutie in het frequentiedomein A f = 97,7 [Hz]. Verder is het belangrijk het totale tijdsinterval
T groter te kiezen dan het tijdsinterval waarin de axiale rek wordt berekend. Het bemonsterde
signaal F'(t) wordt immers beschouwd als zijnde periodiek met periode VAt. Figuur 5 laat respec-
tievelijk het reéle en imaginaire deel van de Fouriertransformatie van F(t) zien. Hieruit blijkt dat
het reéle deel symmetrisch en het imaginaire deel antisymmetrisch is t.0.v. de Nyquist-frequentie.
Oftewel het frequentiebereik [fnyquist, 2fnyquist] bevat de complex geconjugeerden van het fre-
quentiebereik [0, fnyquist)-

x10° x10
T T T T

1) I TR S S SR SN SN SR S [0 S S S SN NN S S N S
6 7 8 9 10 o 1 2 3 4 6 7 8 9 10

5 5
freq. [Hz] x 10* freq. [Hz] % 10"

Figuur 5: Reéle en imaginaire deel van de Fouriergetransformeerde van F(t)

Vermenigvuldiging van het discrete frequentiespectrum van de excitatiekracht in het inter-
val [0, fNyquist) met de overdrachtsfunctie van de axiale rek in het frequentiedomein (vergelij-
king (2.33)) levert de discrete complexe Fouriercoéfficiénten van de axiale rek. De inverse Fou-
riertransformatie van de Fouriercoéfficiénten leidt tot de axiale rek als functie van de tijd op een
bepaalde positie z.

13



2.4 FEendimensionale transversale golfvoortplanting in een balk

In figuur 6 is het verloop van de axiale rek weergegeven op vier verschillende posities . Uit
figuur 6 blijkt dat het golfprofiel zich onvervormd door de aluminium staaf voortplant met de
constante voortplantingssnetheid ¢g = +/E/p = 5082[m/s]. De maximale waarde van het golf-
profiel blijkt gelijk te zijn aan de factor —Fi.,/EA. Hieruit kan geconcludeerd worden dat het
golfprofiel, weergegeven in figuur 6, beschreven kan worden met de analytische vergelijking (2.23).
Verder blijkt uit de simulatie dat de oplossing ongevoelig is voor de grootte van de parameter N.
Het is echter belangrijk dat het totale tijdsinterval T' = N At groter is dan het tijdsinterval waarin
de axiale rek wordt berekend (in de simulatie 1,5.1072[s]).

:“‘t — — x=0[m]
8
\g . x=1[m] .
w
c—- - x=2 [m]
----- x=3 {m] B
-14 L L
0 B 1 1.5
tijd [S] x10°

Figuur 6: Axiale rek e, (z,t) op verschillende posities  (IV = 1024, At = 10.107° [s])

2.4 Eendimensionale transversale golfvoortplanting in een balk

Voor het dynamisch gedrag van een elastische balk is m.b.v. de bewegingsvergelijking en de
impulsmomentstelling van een elementair stukje balk (figuur 7) een uitdrukking te vinden voor de
transversale verplaatsing w(z, t).

p(@,%) !
l l l Q+ Pdz
M {‘ """""""""""" -- M+ %dx
Q
w(z,t i

Figuur 7: Elementair stukje balk onderworpen aan variérende krachten
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2.4 Eendimensionale transversale golfvoortplanting in een balk

Voor ééndimensionale transversale golfvoortplanting in een slanke balk worden de volgende
aannamen gemaakt:

o Er wordt voldaan aan de lineaire balktheorie (verplaatsingen en hoekverdraaiingen zijn klein
t.0.v. de afmetingen van de balk).

o Met betrekking tot de verplaatsingen wordt uitgegaan van de hypothesen van Bernoulli:
Doorsneden die in onvervormde toestand vlak zijn en loodrecht staan op de balkas blijven in
vervormde toestand vlak en loodrecht op de balkas (verwaarlozing van de rotatie-traagheid
en afschuifstijfheid).

o Het balkmateriaal is elastisch, homogeen en isotroop.
o Beschouwd worden alleen golven die zich voortplanten in de lengterichting van de balk.

o Young’s modulus F, dichtheid p en oppervlak van de doorsnede A zijn onafhankelijk van de
codrdinaat z en de tijd .

De bewegingsvergelijking in y-richting voor het in figuur 7 getekende geisoleerde stukje balk luidt

0Q(z,1) 8w (z, 1)
waarin Q(z,t) de resulterende dwarskracht is tengevolge van het in z-richting veranderende bui-
gende moment op de dwarsdoorsnede M(z,t) en p(x,t) de verdeelde uitwendige belasting is. De
impulsmomentstelling voor het in figuur 7 getekende stukje balk luidt met verwaarlozing van de

rotatie-traagheid

(2.38)

OM (z,¢t)
)= ——— 2.
Substitutie van (2.39) in (2.38) leidt tot
8% M (z,1) O?w(z,t)
Rt A7) t) = pA—0 2.4
5. T P(,t) = pA—70s (2.40)
Gebruik van de relatie
0%w(zx,t)
M(z,t) = —E146m2 (2.41)
en verwaarlozing van de uitwendige belasting leidt tot de volgende partiéle differentiaalvergelijking
*w(z,t) 0w(z,t)
EBI : A ~ L= 2.42
oot P4 =0 (2.42)

T 1

waarin [ het traagheidsmoment van de dwarsdoorsnede voorstelt.

Vergelijking (2.42) is een voorbeeld van de algemene partiéle differentiaalvergelijking (2.1) met
als afhankelijke variabele w(z,t). Substitutie van vergelijking (2.2} in vergelijking (2.42) levert

T (d4(@,w) | 4. a2 Ny AN
/ (———d—x4— + a* [iw] w(:z:,w))e tdw =0, a= (E—I—) (2.43)

Substitutie van vergelijking (2.7) in vergelijking (2.43) leidt tot

Re [ 7 ([ik(w)]40(w)eik(“’)”’ - a4w2C(w)eik(“’)m)ei“’tdw} =0

—o0
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2.4 Eendimensionale transversale golfvoortplanting in een balk

De karakteristieke vergelijkingen zijn van de vorm
[k4(w) - a4w2] Cw) =0, Yw (2.44)

Vergelijking (2.42) is een vierde orde differentiaalvergelijking dus het aantal wortels (M — 1) van
de karakteristieke vergelijkingen is gelijk aan vier

k(W) = +av/w, Vw (2.45)
ky(w) = —av/w, Vw (2.46)
ks(w) = +iav/w, Yw (2.47)
ks(w) = —tavw, Yw (2.48)

De totale oplossing wordt

w(z,t) = Re [/ (Cl (W)e1 )z L Oy (w)et2(@)® 4 Cy(w)ets(* 1 ¢y (w)e"k‘*(“’)x)ei“’tdw} (2.49)
—o0

Als de totale oplossing (2.49) analoog aan de longitudinale verplaatsing (2.18) wordt geschreven
resulteert dit in

w(z,1) = Re [ e <w>eiaﬁ<¢+“%t>dw] + Re [ [ c <w>e—w<z—%>dw]
e T (2.50)
+Re[ / Cs(w)e*“ﬁmemdw} +Re[ / 04(w)e“\/;zei‘”tdw]

—0 —

De eerste twee termen van vergelijking (2.50) representeren analoog aan vergelijking (2.18) golfop-
lossingen in respectievelijk negatieve en positieve z-richting. De laatste twee termen zijn ruimtelijk
gedempte staande golven of trillingen die in respectievelijk positieve en negatieve z-richting uit-
dempen.

Als alleen golfcomponenten worden beschouwd die zich in positieve z-richting voortplanten,
dan geldt voor de fase ¢(w) van frequentiecomponent w

d(w) = —ay/w(z — \/Tat), Yw (2.51)

De voortplantingssnelheid van frequentiecomponent w wordt gevonden door de fase ¢(w) constant
te veronderstellen

—avw(z — i—at) = constant, Vw
a

Hieruit volgt (w en a zijn constant)

(fl—f = %\/(; = c(w), Yw (2.52)
De variabele c{w) wordt de fasesnelheid van frequentiecomponent w genoemd. Uit vergelij-
king (2.52) blijkt dat verschillende frequentiecomponenten zich met verschillende fasesnelheden
voortplanten. Als de fasesnelheid athankelijk is van de hoekfrequentie dan wordt het signaal
dispersief genoemd. Voor een dispersief signaal is de relatie tussen het golfgetal k(w) en de hoek-
frequentie w volgens vergelijking (2.45) t/m vergelijking (2.48) niet-lineair. Tengevolge van de
superpositie van frequentie-athankelijke componenten zal de vorm van het golfprofiel gedurende
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2.5 Eendimensionale transversale golfvoortplanting in een oneindig lange balk

het voortplanten continu veranderen.

Uit het bovenstaande kan het volgende geconcludeerd worden: Voor de vierde orde partiéle
differentiaalvergelijking (2.42) bezitten de karakteristieke vergelijkingen twee reéle en twee ima-
ginaire wortels k(w). De twee reéle waarden (positief en negatief) representeren golfoplossingen
in respectievelijk negatieve en positieve z-richting. De imaginaire waarden (positief en negatief)
zijn géén golfoplossingen maar trillingen die in respectievelijk positieve en negatieve z-richting
uitdempen. De totale oplossing van het transversale golfprobleem bestaat uit de superpositie
van verschillende frequentiecomponenten die zich met verschillende fasesnelheden voortplanten en
ruimtelijk gedempte trillingen.

2.5 Eendimensionale transversale golfvoortplanting in een oneindig lange
balk

Beschouwd wordt een oneindig lange, elastische balk (Bernoulli-model) die in het midden (x = 0)
vertikaal wordt belast met een pulsvormige belasting F(t) (figuur 8).

Figuur 8: Oneindig lange balk

De golf ontstaat op £ = 0 en zal zich symmetrisch t.0.v. dit punt voortplanten. Voor de
transversale verplaatsing w(z, t) geldt

w(z,t) = w(—z,t) (2.53)
Verder geldt voor de helling van de neutrale lijn Q%
ow(z,t)  Ow(—=z,t)
or Oz (2.54)

Als alleen golven worden beschouwd die zich in positieve x-richting voortplanten, dan geldt vol-
gens (2.50) voor de transversale verplaatsing w(z,t) in positieve z-richting

o0 [ee]
w(z,t) :Re[/ CQ(w)e_i“ﬁ(z_%;t)dw] +Re[/ Cg(w)e_a‘/awei“tdw] (2.55)

Voor z = 0 gelden de volgende twee randvoorwaarden

.t (2.56)




2.5 Eendimensionale transversale golfvoortplanting in een oneindig lange balk

op grond van vergelijking (2.53) en vergelijking (2.54). Verder geldt dat de belasting F(t) gelijk
is aan twee maal de dwarskracht Q(z,t)

Bw(z,t)
F(t)= -2BE[——2—+ 2.57
)= —2B17 20 (257)
Uitwerking van de eerste randvoorwaarde (2.56) leidt tot
C3(w) = —iCa(w), Yw (2.58)
Substitutie van (2.58) in (2.55) resulteert in
w(z, t) -—Re[ / CQ(W) —wf wo _ jgmavs ) i“tdw} (2.59)
Vergelijking (2.57) geschreven m.b.v. de Fourier-integraal leidt tot
Re{/ F(w)ei“’tdw} = —4EIa3Re[/ C2(w)iw\/u_16i‘”tdw] (2.60)

met F'(w) de Fouriergetransformeerde van het excitatie-signaal. Uit vergelijking (2.60) volgt

Co(w) = Eifﬁ%’ Yw (2.61)

Substitutie van vergelijking (2.61) in vergelijking (2.59) resulteert in

1 7 (w) ;
t Re ( —ia/wz —a\/c;z) wt g 2.62
we,t) = Fras Uw\/_ te e (262)
-
Om de resultaten van de simulaties te kunnen vergelijken met de resultaten van het eindige
elementen model en de experimenten, wordt uitgegaan van de rek in z-richting e, (z,t). Voor het
Bernoulli-model geldt dat €,(z,t) aan de onderzijde van de balk (figuur 9) gelijk is aan

Bu(z,t) _ h O w(z,t)

t) = = 2.
e (1) Oz 2 Oz? (2.63)
met u(z,t) de verplaatsing in z-richting en h de hoogte van de balk.
Uitwerking van vergelijking (2.63) levert voor e,(z,t)
h [ Pw)
w R _ z .
Eg (Z’,t) = '&E—IG'RG[/ —'\/'J— (“Ze iz +e aV/; )e“"tdw} (264)
— o0
oftewel voor alleen positieve hoekfrequenties w
o A
F . —ia/wz —ay/wz \ Liwt
ex(z,1) — -— ie +e )e dw (2.65)
0

Indien de rek geschreven wordt in discrete Fourier-representatie

N-1
es(z,t) = 2Re [Z ém(w)ei“’"t]

n=0
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2.5 Eendimensionale transversale golfvoortplanting in een oneindig lange balk

___.l _____________________ .Aé _______ h
w(i,t) V
Y s (e, 1)

Figuur 9: Bernoulli-model

dan volgt hieruit volgens (2.64) voor de discrete Fouriercoéfficiénten £,,,

h
8Ela. /Wy,
= F,G(z,wn), n=0,...,N—1

émn — Fn (_ie—la Wnl +e—a wnz)

(2.66)

waarin G(z,w,) de “overdrachtsfunctie” van het te beschouwen golfprobleem voorstelt. Verme-
nigvuldiging van het frequentiespectrum van het excitatie-signaal met de overdrachtsfunctie in het
frequentiedomein levert de discrete Fouriercoéfficiénten van de rek in z-richting. De inverse Fou-
riertransformatie van de Fouriercoéfficiénten levert vervolgens de rek als functie van de tijd op een
bepaalde positie z. De overdrachtsfunctie van de rek bezit een discontinuiteit voor w, = 0 (verge-

lijking (2.66)). Dit probleem kan worden opgelost door eerst de reksnelheid w te berekenen
en deze functie vervolgens te integreren over het beschouwde tijdsinterval.

2.5.1 Resultaten van de simulaties

De simulatie representeert de excitatie van een aluminium balk met de volgende eigenschappen
o Young’s modulus E = 70.10° [N/m?]
o Dichtheid p = 2710 [kg/m?]
o Hoogte balk h = 0.01 [n]
o Breedte balk b = 0.02 [m]

De balk words ter plaatse z = 0 in vertikale richting geéxciteerd m.b.v. een stootbelasting F(t)

0 t<0,
F(t) = ¢ 240sin( 5=t) 0<¢ < 11074,
0 t>1.107%

De stootbelasting F(t) is een benadering van de belasting die in de experimenten is gemeten.
In de simulaties is gekozen voor een tijdstapgrootte At = 1.107%[s]. Hieruit volgt met (2.35)
voor de Nyquist-frequentie fyyquiste = 500 [kHz]. Het discrete amplitudespectrum van F(t) is
weergegeven in figuur 10. Hieruit blijkt dat de relevante frequentiecomponenten van het excitatie-
signaal binnen het frequentiebereik [0, 500 kH 2] liggen. De keuze van N bepaalt uiteindelijk de
resolutie in het frequentiedomein. Figuur 11 laat de rek e, (z, t) ter plaatse = 0 voor verschillende
waarden van IV zien. Uit deze figuur blijkt dat de maximale waarde van de rek g,(z,t) ongeveer
gelijk is voor verschillende waarden van N. Na de maximale waarde bereikt te hebben, verschilt

19



2.5 Eendimensionale transversale golfvoortplanting in een oneindig lange balk

; ; ; ; ; ; ; ;
1 15 2 25 3 35 4 45 5

freq. [Hz] x10°

Figuur 10: Amplitudespectrum van F'(t)

de oplossing voor verschillende waarden van N. Er kan echter geconstateerd worden dat voor
toenemende waarden van N de oplossing convergeert. In de simulaties is gekozen voor N =
4096. Indien de tijdstapgrootte At wordt verkleind tot 2,5.1077 [s] en het totale tijdsinterval T'

1.2 T T T T 1 T T T

- - T=1024*16-6 [s]

-~ T=32768"Te-6[s] |

\ : :
= N\ : :
iy \ : :
~— \ : : :
o 04 TN : ; 7
NN : :
STy : :
02k R - ~ \\ ““-«N\‘ o __ o _- . |
o 1 | | | | | 1 |‘ \.\T”‘ =
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

tijd [s] x 107
Figuur 11: £,(z,t) ter plaatse z = 0 voor verschillende waarden T (At = 107°[s])

gelijk blijft, blijkt dit geen invloed te hebben op de oplossing (figuur 12). In figuur 13 is de rek
e4(z,t) weergegeven voor verschillende posities z. Uit het voorafgaande kan geconcludeerd worden
dat het zeer waarschijnlijk is dat de hoogste frequentiecomponenten uit het bereik [0, fryguist]
als eerste naar voren komen in de oplossing. Dit is te verklaren door het feit dat de hoogste
frequentiecomponenten volgens (2.52) de grootste fasesnelheid bezitten. Uit figuur 13 blijkt dat
voor toenemende waarden van z de maximale waarde van de rek afneemt.
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1.2 T T T T ; T T T T

- T=4096"16-6 [s]
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— T=16384"2.5e-7 [s]

ex(@,t) [
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tijd [s] x10°

Figuur 12: &,(z,t) ter plaatse z = 0 voor verschillende waarden At (T blijft gelijk)
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Figuur 13: e,(x,t) op verschillende posities x
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2.6 Eendimensionale transversale golfvoortplanting in een eindige balk

Beschouwd wordt een elastische balk (Bernoulli-model) die op een lengte z = L van de impact-
plaats z = 0 een vrij uiteinde bezit (figuur 14). De balk wordt ter plaatse x = 0 vertikaal
geéxciteerd met een pulsvormige belasting F'(¢).

F(t)

Figuur 14: Eindige balk

In deze paragraaf wordt bekeken welke invloed het vrije uiteinde van de balk heeft op de
transversale verplaatsing w(z,t) en de rek e,(z,t) voor 0 < z < L. Beschouwd worden nu zowel
golven die zich in positieve z-richting voortplanten als gereflecteerde golven. De transversale
verplaatsing w(z,t) kan volgens (2.50) beschreven worden met de volgende vergelijking

w(z, 1) ZRG{/ Cl(w)emﬁ(ﬂgt)dw] +Re[/ C’z(w)e_i“\/‘;(z—\/T;t)dw]

+ Re [ / Cs (w)e—aﬁzeiwtdw} + Re [ Cy (w)ea\/ﬁweiwtdwj[

Voor z = 0 gelden de volgende twee randvoorwaarden analoog aan het golfprobleem in een oneindig
lange balk

Ow(0,t)

9r 0
&3w(0,t)
F(t) = —2EI—5 3=
" Hieruit volgt met (2.58) en (2.61)
C3(w) = —iCy(w), Yw
i Fw)
W)= Fri o ke
Verder gelden voor z = L de randvoorwaarden
2
M =1)=-pr22@&0 ]
oz  |,._,
Pw(z,t)
=)= — ’ =
Q(z ) ET o |, 0
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2.6 Eendimensionale transversale golfvoortplanting in een eindige balk

Hieruit volgt

Ciw)) _( —ieeEE (LijeievilemeVBhy (Cy(w)
<C4(W)> B ((1 —i)e_ia‘/‘jLe_a‘/JL je—2eVvul Cs(w)) Yw (2.67)

Substitutie van (2.58), (2.61) en (2.67) in (2.50) resulteert in

_ 1 [ FE) ( —iavoer-o) \o—iaV(L—a) y—avBL | ;,—iay/Ee
w(z,t) = 4EIa3Re[/ w\/a_d<e + (1 +1)e e Fie .

+ e—aﬁz + (1 + Z-)e—ia\/ﬁLe—a\/E}(L—z) + Z-e—a\/J(2L~—z)>eiwtdw:[
Voor de buigrek €(z,t) geldt volgens (2.63)

Ex (.’Z, t) = ——IaRe

h i ﬁ‘(w) —iavw(2L—z) o —dava(L—z) ,—av@l _ ; —iaJuz
SE [/ TG ( e (1+1)e e ie

(2.69)
+ e—a\/Jz + (1 + i)e—ia\/ELe—a\/E(L—a:) + ie—a\/ﬁ(QL—z))eiwtdw:[

2.6.1 Resultaten van de simulatie

In de numerieke simulatie wordt uitgegaan van de elastische aluminium balk, beschreven in de
vorige paragraaf, die op dezelfde wijze wordt geéxciteerd. De balk bezit een vrij uiteinde op een
afstand L = 0,75[m] van de impactplaats. Voor de tijdstapgrootte At is 1.107¢[s] genomen en
N heeft de waarde 4096. In figuur 15 is de rek £,(z,t) weergegeven voor verschillende posities z.
Hieruit blijkt dat e,(z,t) is opgebouwd uit de oplossing voor een oneindig lange balk (figuur 13)
met daarop gesuperponeerd vanaf een bepaald tijdstip hoogfrequente trillingen die ontstaan t.g.v.
reflectie met het vrije uiteinde van de balk.
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Figuur 15: ¢;(z,t) op verschillende posities z met reflecties
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3 NUMERIEKE ASPECTEN VAN HET SIMULEREN VAN GOLFVOORTPLANTING IN
ELASTISCHE MATERIALEN

3 Numerieke aspecten van het simuleren van golfvoortplan-
ting in elastische materialen

In dit hoofdstuk worden de belangrijkste aspecten van de numerieke simulatie van golfvoort-
planting in elastische materialen behandeld. Ten behoeve van de numerieke simulatie worden
de bewegingsvergelijkingen gediscretiseerd in zowel de tijd als de ruimte. De ruimtelijke dis-
cretisatie kan uitgevoerd worden met eindige elementen methoden en eindige differentie metho-
den. In dit onderzoek wordt gebruik gemaakt van de Galerkin eindige elementen methode om-
dat deze methode effectiever is voor complexe geometrieén en randvoorwaarden. De resulte-
rende plaats-gediscretiseerde bewegingsvergelijkingen worden vervolgens opgelost m.b.v. directe
tijdsintegratie-methoden. Twee directe tijdsintegratie-methoden zullen worden beschreven: de
impliciete Newmark-3 methode en de expliciete centrale differentie methode. Tenslotte worden de
numerieke stabiliteit en nauwkeurigheid van beide methoden en numerieke dispersie geanalyseerd.

Verschillende onderdelen van dit hoofdstuk zijn ontleend aan hoofdstuk 5 van Van Hoof (1994).

3.1 Ruimtelijke discretisatie

In algemene dynamische problemen wordt de discretisatie in de ruimte en de tijd onafhankelijk
van elkaar uitgevoerd. In deze paragraaf zullen de aspecten van de ruimtelijke discretisatie in golf-
voortplantingsproblemen worden geanalyseerd. Uitgangspunt vormen de bewegingsvergelijkingen
voor een homogeen, isotroop, lineair elastisch lichaam in tensornotatie (appendix A)

V.o +pf = pit (3.1

De te hanteren werkwijze zal hier slechts geschetst worden. Voor een uitvoerige uiteenzetting
wordt verwezen naar Bathe (1982).

Een eindige elementen model is een discreet model van een continu systeem, waarbij het systeem
wordt opgesplitst in een eindig aantal elementen. Wanneer meer elementen worden gebruikt, zal in
het algemeen het systeem beter worden beschreven. Hiermee samen hangt echter de consequentie
van een langere rekentijd. Er dient een compromis gevonden te worden tussen nauwkeurigheid
en rekentijd. In ieder element worden de verplaatsingen benaderd m.b.v. vormfuncties. Bij een
lineair element zijn dit eerstegraads vormfuncties. Het verplaatsingsveld in ieder element wordt
bepaald door het produkt van een vormfunctie, die slechts een functie is van de positie, en de
knooppuntsverplaatsingen, die slechts een functie zijn van de tijd.

De plaats-gediscretiseerde bewegingsvergelijkingen die t.g.v. de ruimtelijke discretisatie ont-
staan uit vergelijking (3.1) zijn

Mi + Ky = F(t) (3-2)

met M de positief definiete, symmetrische, consistente massamatrix en K de positief semi-definiete,
symmetrische stijfheidsmatrix. De kolommen u en F' bevatten respectievelijk de knooppuntsver-
plaatsingen en knooppuntskrachten. Er wordt uitgegaan van lineaire systemen, waarbij geldt dat
de massamatrix M en de stijfheidsmatrix K onathankelijk zijn van u of de tijdsafgeleiden van .

De consistente massamatrix is, evenals de stijfheidsmatrix, een band-matrix. Voor veel dyna-
mische problemen is het toegestaan de consistente massamatrix te benaderen door een diagonaal-
matrix (gelumpte massamatrix), die vaak tot redelijk goede oplossingen en tot een besparing in
rekentijd en geheugenruimte leidt. Het diagonaliseren van de massamatrix houdt in feite in dat
de massa van elk element wordt verdeeld over de knooppunten van het element, en wel zo dat
de kinetische energie voor een starre lichaamsbeweging van het element gelijk is aan die voor
het geval een consistente massamatrix wordt genomen. Er zijn verschillende procedures mogelijk
om een consistente massamatrix te lumpen. Geen van deze procedures is echter effectief voor
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3.2 Tijdsintegratie

elementen met vormfuncties van de graad twee of hoger [Belytschko (1983)]. Het gebruik van de
consistente massamatrix zal vaak leiden tot overschatting van de eigenfrequenties van het systeem,
in tegenstelling tot het gebruik van de diagonale massamatrix waardoor de eigenfrequenties van
het systeem onderschat zullen worden [Belytschko (1974)].

3.2 Tijdsintegratie

De plaats-gediscretiseerde bewegingsvergelijkingen (3.2) kunnen opgelost worden m.b.v. directe
tijdsintegratie-schema’s. In deze schema’s worden de relevante grootheden berekend op een aan-
tal discrete, vaak equidistante tijdstippen t = At,2A¢t,... ,nAt. In een specifiek tijdinterval
At = t,41 — t, kan een variatie van bijvoorbeeld de verplaatsingen, snelheden en versnellingen
worden bepaald. De grootte van het tijdinterval At bepaalt de stabiliteit, nauwkeurigheid en de
rekenkosten van de oplosprocedure. Het integreren van de vergelijkingen kan m.b.v. een impliciete
of expliciete integratiemethode geschieden. Impliciet betekent dat het berekenen van de relevante
grootheden op een bepaald tijdstip berust op informatie van vorige tijdstippen en het huidige tijd-
stip. Expliciet wil zeggen dat de relevante grootheden op een bepaald tijdstip berekend worden
uit informatie van eerdere tijdstippen. In deze paragraaf komen twee typen integratie-methoden
aan de orde: de impliciete Newmark-3 methode en de expliciete centrale differentie methode.

3.2.1 De Newmark-3 methode

De ruimtelijke discretisatie resulteert in een beginwaarde probleem voor de semi-discrete bewe-
gingsvergelijkingen. Dit komt overeen met het genereren van verplaatsingen, u = u(t), die voldoen
aan vergelijking (3.2) met de bekende beginvoorwaarden

w(0) =U,. (3.3)
1(0) =V, (3.4)

R

De meest gebruikte directe integratiemethode voor het oplossen van de vergelijkingen (3.2), (3.3)
en (3.4) is de Newmark-§ methode, die uitgaat van de volgende vergelijkingen

M.’Q’n-i—l + K@n-i—l = En—{»l (35)

AP i "
Unr = U + Dbl + == (1= 28)iy + 2B (3.6)
ir =ty + A (1= )iy + i | (3.7)

waarin u,,,4,, en i, respectievelijk vereenvoudigde notaties vormen van u(t,), 4(t,) en i(t,) en
t, = nAt. Vergelijking (3.5) geeft de bewegingsvergelijkingen in termen van de benaderde op-
lossing op tijdstip ¢,41. De parameters 8 en v bepalen de stabiliteit en de nauwkeurigheid van
de integratiemethode. De vergelijkingen (3.5) tot en met (3.7) kunnen gezien worden als een set
vergelijkingen die gebruikt wordt voor het bepalen van de drie onbekende grootheden ., 1, %,
en i,,, onder de voorwaarde dat u,,, 4, en i, bekend zijn.

Indien 8 = 1/4 en v = 1/2 worden gekozen, resulteert dit in de methode die bekend staat
als de trapezium-methode. Deze methode is impliciet en onvoorwaardelijk stabiel' en is één van
de meest effectieve en populaire technieken in dynamische problemen omdat de methode geen
numerieke demping? introduceert.

lzie paragraaf 3.3.1
2zie paragraaf 3.4
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3.2 Tijdsintegratie

De vergelijkingen (3.6) en (3.7) gaan bij de trapezium-methode over in

2

At
Upp1 = Uy + AL, + e [@n + @n—l—l] (3.8)
At
Uy = b+ 5 by + i (3.9)

+3

Het oplossen van de versnellingen uit vergelijking (3.8) op tijdstip #,41 en substitutie van het
resultaat in vergelijking (3.5) levert

4 4
[A2M+K] Uns = By + M0, +At +an} (3.10)
M.b.v. de bewegingsvergelijking op tijdstip t,, verkregen uit vergelijking (3.5), kan vergelij-
king (3.10) geschreven worden in incrementele vorm met Au,,; = ¥,y — U, en AF,; =
En+1 - En

[—M + K] Ay, .y = AF, o+ M{Qu + (3.11)

At 2
Vergelijking (3.11) wordt in eindige elementen pakketten opgelost m.b.v. de Newton-Raphson me-
thode. De Newton-Raphson methode geeft bij lineaire problemen een stelsel lineaire vergelijkingen
waarvan de systeemmatrix (4/At*M + K) geveegd kan worden tot bovendriehoeksmatrix. Via
terugsubstitutie kunnen vervolgens de incrementele verplaatsingen worden bepaald. De terugsub-
stitutie dient op ieder tijdstip opnieuw uitgevoerd te worden, maar vereist veel minder rekentijd
dan het vegen tot de bovendriehoeksmatrix. Indien de tijdstapgrootte At verandert in de simula-
tie, dient de systeemmatrix opnieuw te worden geveegd.

2]

Na het berekenen van de incrementele verplaatsingen Aw,, ,; kunnen de nieuwe versnellingen
en snelheden op tijdstip t,..1 worden bepaald m.b.v. respectievelijk vergelijking (3.8) en vergelij-
king (3.9).

Voor het eerste increment (n = 0) bevat het rechterlid van vergelijking (3.11) initiéle versnellin-
gen en snelheden. In een eindige elementen pakket kunnen gewoonlijk alleen initiéle verplaatsingen
en snelheden gespecificeerd worden. Daarom is er een algoritme vereist voor het berekenen van de
initigle versnellingen. Gebruik van de bewegingsvergelijking op tijdstip %o levert

My + Kuy = Fy (3.12)
waarmee de initiéle versnellingen bepaald kunnen worden.

3.2.2 De centrale differentie methode

De centrale differentie methode gaat uit van de volgende vergelijkingen

Mii, + Ku, = F,, (3.13)
. 1
Up = F [yn-}-l - 2y’n + y‘n—l} (314)

. 1
Up = E [@n+l - y’n~1]

Beschouwd worden nu de bewegingsvergelijkingen op tijdstip ¢, (vergelijking (3.13)) in plaats van
tno1 zoals in de Newmark-3 methode. Substitutie van vergelijking (3.14) in vergelijking (3.13)
resulteert voor de verplaatsingen op tijdstip tn41 in

1 1
MU = Py~ Ko+ 1M (20, — v, (3.16)

(3.15)
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3.3 Stabiliteit en nauwkeurigheid

of in incrementele vorm
= L MAu,.=F, — Ku, + Z—M[ U 1} (3.17)
Het linkerlid van vergelijking (3.17) bevat geen stijtheidstermen zoals bij de trapezium-methode.

Indien de massamatrix diagonaal is, wat het geval is voor gelumpte massamatrices, kan de incre-
mentele verplaatsing uit vergelijking (3.17) opgelost worden zonder matrix-operaties te gebruiken.

Voor de berekening van u; = uy+ Ay, (n = 0) is een startprocedure van het algoritme vereist.
Als ug en u, (en dus 4g) bekend zijn, kan m.b.v. de vergelijkingen (3.14) en (3.15) een relatie
worden afgeleid voor de fictieve verplaatsingen u_,

U_y = Uy — Aty + = At U (3.18)

3.3 Stabiliteit en nauwkeurigheid

De nauwkeurigheid van een dynamische analyse wordt gewoonlijk bepaald door twee factoren: de
fouten die ontstaan t.g.v. de ruimtelijke discretisatie en de fouten die optreden t.g.v. de gekozen
tijdsintegratie-methode. In deze paragraaf wordt aandacht besteed aan de nauwkeurigheid en
stabiliteit van de eindige elementen methode in combinatie met de Newmark-3 of de centrale
differentie methode. De analyse van de stabiliteit en nauwkeurigheid zal leiden tot richtlijnen voor
de keuze van een geschikte mesh en tijdstap.

3.3.1 Stabiliteit

Voor de stabiliteits-analyse wordt uitgegaan van de bewegingsvergelijkingen (3.2) in diagonaal
vorm

i+ Ay = OF (3.19)

waarin ¥ de matrix is die de op M genormeerde eigenkolommen ¢ bevat, die voldoen aan de

orthogonaliteitseis 1,[) Ty My = dim en A de diagonaal-matrix is die de eigenwaarden A; bevat van
het gegeneraliseerde elgenwaardeprobleem

(K =AMy, =0 (3.20)

De aandacht zal nu gericht worden op de integratie van de vergelijkingen (3.19) met een constante
tijdstapgrootte At. De variabelen die beschouwd worden in de analyse van de stabiliteit en de
nauwkeurigheid zijn At en A;, 7 = 1,...,n, waarbij n het aantal vrijheidsgraden is. Omdat alle
n vergelijkingen in (3.19) gelijk van vorm zijn, hoeft alleen de integratie van één rij in (3.19)
bestudeerd te worden

i+ u=f (3.21)

Dit is de bewegingsvergelijking van een systeem met één graad van vrijheid met een trillingstijd
T (T = 27/w,w? = \) en opgelegde kracht f [Bathe (1982)]. Het probleem is nu het afschatten
van de integratie-fouten in de oplossing van vergelijking (3.21) als functie van A¢/T en f.

Voor een specifiek integratie-schema kan vergelijking (3.21) gediscretiseerd worden in de tijd
en geschreven worden in recursieve vorm [Hughes (1983)]

De elementen van de kolom y, de matrix A en de kolom L zijn afhankelijk van het gekozen
integratieschema. De matrix A wordt de versterkingsmatrix genoemd, L is de krachtvector en

y, = { i } (3.23)

Un

29



3.3 Stabiliteit en nauwkeurigheid

De spectrale radius van matrix 4 is gedefinieerd als
p(4) = maz|u (3.24)
waarin u; de eigenwaarden van 4 zijn.

Een integratie-methode wordt stabiel genoemd als de oplossing voor elke set beginvoorwaarden
begrensd is. Hughes (1983) heeft bewezen dat een integratie-methode stabiel is als voldaan is aan
de volgende condities:

o p(4) <1,
o de modulus van de eigenwaarden van A, waarvan de multipliciteit groter is dan één, kleiner
is dan één.

Een tijdsintegratie-methode is onvoorwaardelijk stabiel als de oplossing voor elke set beginvoor-
waarden begrensd is voor elke tijdstapgrootte At, ook wanneer At/T groot is. De methode is
voorwaardelijk stabiel als de oplossing voor elke set beginvoorwaarden begrensd is mits At/T klei-
ner is dan een bepaalde kritische waarde [Bathe (1982)].

Uit Hughes (1983) volgt dat de Newmark-3 methode onvoorwaardelijk stabiel is als

268>y 2> (3.25)

N =

en voorwaardelijk stabiel als
> 1en B8 < L (3.26)
Y=z 2 2’7 .
De trapezium-methode (v = 1/2, 8 = 1/4) is dus onvoorwaardelijk stabiel.
Als voor de centrale differentie methode de versterkingsmatrix A wordt bepaald, kunnen hier-

uit stabiliteitscondities worden bepaald. Hieruit volgt volgens Hughes (1983) dat de centrale
differentie methode stabiel is als voldaan is aan het zogenaamde Courant-criterium

Atgriy < (3.27)

max

waarin wy,q, de maximale frequentie is die voorkomt in de mesh. De centrale differentie methode
is dus voorwaardelijk stabiel. Een schatting voor At..;; in golfvoortplantingsproblemen is de tijd
die een golf met de grootste voortplantingssnelheid nodig heeft om het element met de kleinste
afmetingen te passeren [Bathe (1982)]. In het geval van longitudinale golfvoortplanting in een
staaf is ¢y de grootste voortplantingssnelheid. In het geval van transversale golfvoortplanting in
een balk is de fasesnelheid van de hoogste frequentiecomponent de grootste voortplantingssnelheid.

De maximale eigenwaarde van een systeem (set bewegingsvergelijkingen) kan in eindige ele-
menten methoden nauwkeurig worden bepaald door de maximale eigenwaarde van één element
[Belytschko (1983)]

Amaz < maz(Af,,.) voor alle elementen e (3.28)

met S

¢z d€ eigenwaarde van

K* = Moy M# 0 =0 (3.29)

l:— max=——
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3.4 Numericke dispersie

waarin K¢ en M° respectievelijk de stijfheidsmatrix en massamatrix van een element zijn. Hughes
(1983) beschrijft relaties voor verschillende elementtypen t.b.v. de critische tijdstap voor de cen-
trale differentie methode. Voor een lineair rechthoekig element met vier knooppunten vond Hughes

Atorgy < ——m (3.30)

waarin c¢1 de longitudinale golfvoortplantingssnelheid is (appendix A) en I en [ de afmetingen
van een element zijn. De longitudinale golfvoortplantingssnelheid ¢; is de maximale golfvoortplan-
tingssnelheid die op kan treden in een homogeen, isotroop, elastisch medium.

3.3.2 Nauwkeurigheid

Het doel van de numerieke integratie van de bewegingsvergelijkingen (3.2) is het genereren van
een goede benadering voor de dynamische respons van het te beschouwen systeem. Dit betekent
dat alle n vergelijkingen van de vorm (3.21) geintegreerd dienen te worden met voldoende nauw-
keurigheid. De kosten van een analyse met directe tijdsintegratie (dit komt overeen met het aantal
vereiste operaties) zijn evenredig met het aantal vereiste tijdstappen voor de oplossing. Aan de
ene kant moet de tijdstap Az klein genoeg zijn om de vereiste nauwkeurigheid in de oplossing te
verkrijgen. Aan de andere kant dient de tijdstap niet kleiner te zijn dan noodzakelijk, omdat dit
extra rekenkosten veroorzaakt.

In het geval van de centrale differentie methode wordt de tijdstapgrootte, en dus het aantal
tijdstappen in een beschouwd tijdinterval, bepaald door de kritische tijdstapgrootte. Bij gebruik
van de onvoorwaardelijk stabiele trapezium-methode kan de tijdstapgrootte bepaald worden ter
verbetering van de nauwkeurigheid zodat de respons van alle relevante frequentiecomponenten
nauwkeurig wordt beschreven. Hoe kleiner de gekozen tijdstap, hoe hoger de frequenties in het
eindige elementen model die beschreven kunnen worden.

Een goede volgorde om tot een keuze van de tijdstapgrootte te komen is eerst de relevante
frequenties van het te beschouwen systeem te bepalen. Vervolgens kan de vereiste mesh bepaald
worden die tenminste de relevante frequenties beschrijft. Tenslotte kan de tijdstapgrootte worden
gekozen om de respons van het systeem nauwkeurig te beschrijven.

Hughes (1983) 1aat zien dat de locale afbreekfout 7(t,), gedefinieerd als de fout die gemaakt
wordt bij de tijdsdiscretisatie, voor de Newmark-3 methode geschreven kan worden in de vorm

Ir@®)] < CA)™™, te0,T), k>0 (3.31)

waarin k de orde van nauwkeurigheid is en C een constante die onafhankelijk is van At. Voor
de Newmark-3 methode geldt dat & = 2 indien v = 1/2. De locale atbreekfout van de centrale
differentie methode is van de orde 2 [Hughes (1983)].

3.4 Numerieke dispersie

Dispersieve golfvoortplanting kan veroorzaakt worden door fysische en numerieke aspecten. Uit
hoofdstuk 2 is het dispersieve karakter van transversale golfvoortplanting gebleken. Dit bete-
kent dat verschillende frequentiecomponenten zich met verschillende fasesnelheden voortplanten.
Tengevolge van de superpositie van frequentie-athankelijke componenten zal de vorm van het golf-
profiel gedurende het voortplanten continu veranderen. Los van het bovenstaande gegeven kan er
numerieke dispersie optreden t.g.v. ruimtelijke discretisatie en tijdsdiscretisatie. In deze paragraaf
zal het ontstaan van numerieke dispersie worden besproken t.g.v. beide discretisatie-methoden.
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3.4 Numerieke dispersie

3.4.1 Numerieke dispersie als gevolg van tijdsdiscretisatie

Schreyer (1983) laat zien dat het toepassen van tijdsdiscretisatie via twee fenomenen invloed heeft
op de numerieke resultaten: i) numerieke demping en ii) numerieke dispersie. De numerieke
demping veroorzaakt, vergeleken met de exacte oplossing, een amplitude-afname in de respons
die verkregen wordt m.b.v. directe tijdsintegratie-methoden. Schreyer (1983) laat zien dat de
trapezium-methode en de centrale differentie methode geen amplitude-afname introduceren.

Een maat voor de numerieke dispersie, veroorzaakt door het integratie-algoritme, is
= = (3.32)

waarin T (T = 27/®) de numericke tegenhanger is van de exacte trillingstijd 7. Als eq gelijk
is aan 1 dan is het integratie-algoritme niet-dispersief. Schreyer (1983) laat zien dat voor de
trapezium-methode geldt: ez < 1 en voor de centrale differentie methode ey > 1. Dit betekent
een overschatting van de periode T' bij gebruik van de trapezium-methode en een onderschatting
van de periode T bij gebruik van de centrale differentie methode.

3.4.2 Numerieke dispersie als gevolg van ruimtelijke discretisatie

Mullen en Belytschko (1982) beweren dat in een twee-dimensionaal eindige elementen model, het
toepassen van volledig geintegreerde rechthoekige elementen met lineaire of kwadratische vorm-
functies en een consistente massamatrix leidt tot zo min mogelijk numerieke dispersie. Door
gebruik te maken van een uniforme mesh zullen ongewenste frequenties, die optreden tijdens het
voortplanten van een golf in een mesh met verschillende elementafmetingen, vermeden worden
[BaZant (1978)]. Onder ongewenste frequenties worden verstaan frequenties die niet aanwezig zijn
in het werkelijke systeem. Een uniforme mesh kan lang niet altijd toegepast worden. Dit is athan-
kelijk van de geometrie van het te beschouwen systeem.

Volgens Krieg en Key (1973) worden de fouten t.g.v. discretisatie geminimaliseerd door het toe-
passen van enerzijds een gelumpte massamatrix in combinatie met de centrale differentie methode
en anderzijds een consistente massamatrix in combinatie met de trapezium-methode. Dit vanwege
het feit dat de centrale differentie methode de periode verkort, terwijl de trapezium-methode de
periode verlengt; de consistente massamatrix onderschat de periode, terwijl de gelumpte massa-
matrix de periode overschat. Dit zal leiden tot een betere weergave van het frequentiespectrum.
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4 NUMERIEKE RESULTATEN IN MARC

4 Numerieke resultaten in MARC

Uit het vorige hoofdstuk is gebleken dat het numeriek modelleren van golfvoortplanting onver-
mijdelijke fouten introduceert die niet aanwezig zijn in het fysische systeem. Het is onverstandig
de numerieke simulaties volledig te vertrouwen. Validatie van de simulatieresultaten is dus nood-
zakelijk. Onder validatie wordt in dit onderzoek verstaan: Het toetsen van de juistheid van de
simulatieresultaten aan de hand van theorie of experiment. Het doel van dit hoofdstuk is tweele-
dig. Als eerste wordt het model van de balk, die loodrecht op de balkas wordt geéxciteerd, in het
eindige elementen pakket MARC beschreven. Als tweede wordt de invloed van de verschillende
parameters op de simulatieresultaten geanalyseerd. Validatie van de simulatieresultaten komt aan
de orde in hoofdstuk 6.

In dit hoofdstuk worden de, in het vorige hoofdstuk besproken, aspecten t.b.v. het nume-
riek modelleren van golfvoortplanting toegepast in het geval van transversale golfvoortplanting
in een eenvoudig twee-dimensionaal model van een balk. Om de numerieke resultaten te kunnen
vergelijken met de experimenten, wordt het model in het midden geéxciteerd m.b.v. een stoot-
belasting. De ruimtelijke discretisatie wordt uitgevoerd m.b.v. de eindige elementen methode.
De tijdsintegratie wordt uitgevoerd m.b.v. de Newmark-3 methode (trapezium-methode) en de
centrale differentie methode. Verder wordt de invloed van de toegepaste mesh, tijdstapgrootte en
tijdsintegratie-methode geanalyseerd.

4.1 Twee-dimensionale mesh

Zoals vermeld in het vorige hoofdstuk kan numerieke dispersie worden vermeden door, in een
twee-dimensionaal model, gebruik te maken van volledig geintegreerde rechthoekige elementen.
Om een betere beschrijving van het buiggedrag in het vlak van een element te bewerkstelligen,
wordt gebruik gemaakt van kwadratische in plaats van lineaire vormfuncties. Verder worden de
spanningen in een element beschreven m.b.v. de vlakspanningstheorie omdat er vanuit mag wor-
den gegaan dat er geen spanningscomponent aanwezig is in de richting loodrecht op een element.

In figuur 16 is de uniforme mesh weergegeven met één element in hoogterichting, terwijl het
aantal elementen in lengterichting gevarieerd kan worden. In figuur 17 is meshverfijning in hoogte-

Yy F(t)

Figuur 16: Meshverfijning in lengterichting

en lengterichting toegepast. In MARC is elementnummer 26 (figuur 18) het twee-dimensionale
vlakspanningselement met, kwadratische vormfuncties gebruikt. Het element bezit acht knooppun-
ten en negen integratiepunten en wordst isoparametrisch geintegreerd. Elk knooppunt heeft twee
vrijheidsgraden; een translatie in x- en y-richting. De materiaaleigenschappen van de mesh wor-
den gekozen in overeenstemming met de materiaaleigenschappen van de aluminium balk die in de
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4.1 Twee-dimensionale mesh

Figuur 17: meshverfijning in hoogte- en lengterichting

experimenten wordt gebruikt. Het materiaalgedrag wordt gemodelleerd als homogeen, isotroop,
lineair elastisch met Young’s modulus E = 70.10° [N/m?], Poisson constante v = 0, 33 [—] en soor-
telijke massa p = 2710 [kg/m?]. De lengte van het model L = 1,5 [m], de hoogte h = 0,01 [m] en
de breedte b = 0,02 [m]. M.b.v. deze gegevens kunnen de analytische golfvoortplantingssnelheden
worden bepaald (appendix A)

E
ééndimensionaal : ¢o = 4/ > = 5082 [m/s] (4.1)
E(1-
longitudinaal : ¢; = \/_—p(l +(V)(1V_) 5] = 6186 [m/s] (4.2
transversaal : co = _E _ 3116 [m/s] (4.3)
UV 24y '

Het eindige elementen model kan bewegen als star lichaam. Het excitatie-signaal F'(?) is gelijk
genomen aan de belasting in de FFT-analyse. Dit is een benadering van de stootbelasting gemeten
in de experimenten. Op deze manier is het mogelijk de simulatieresultaten te vergelijken met de
experimenten en de analytische gegevens uit hoofdstuk 2.

Zoals eerder opgemerkt dient de mesh voldoende fijn te zijn om de relevante frequenties te kun-
nen beschrijven. Het eerste model dat wordt geanalyseerd bevat 150 elementen in lengte-richting
en 1 element in hoogte-richting. De eerste negen eigenfrequenties van het model, berekend door
het eindige elementen pakket MARC, worden vergeleken met analytische resultaten. Deze analyse
wordt uitgevoerd om de vlakspanningstheorie in het eindige elementen model te controleren. De
eigenfrequenties f; van een balk met vrije uiteinden kunnen beschreven worden met de volgende

relatie [Graff (1975)]
_ (6:L)> |EI
fi= 5 73 \ oA (4.4)

met Young’s modulus E, oppervlakte traagheidsmoment I, soortelijke massa p, oppervlakte van

de doorsnede A en lengte van de balk L. De factor §; volgt uit de volgende gelijkstelling
1

cosh(g; L)

cos(B;L) = (4.5)

In tabel 1 zijn de resultaten van de modale analyse van het eindige elementen model met 150
elementen weergegeven zoals bepaald met MARC en analytisch via vergelijking (4.4) Uit tabel 1
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4.1 Twee-dimensionale mesh
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Figuur 18: Element 26 in MARC (e=knooppunt,o=integratiepunt)

blijkt dat de eerste negen eigenfrequenties nauwkeurig worden bepaald; de absolute fout is kleiner
dan 0,6%.

Als tijdsintegratie-methode wordt de onvoorwaardelijk stabiele trapezium-methode gebruikt in
combinatie met een consistente massamatrix. Uit een eigenwaarde-analyse van één element (afme-
ting 10 x 10 [mm]) van model 1 (150 x 1) blijkt dat de maximale frequentie van dit element gelijk
is aan fg,,. = 7,21.10°[Hz]. Volgens Belytschko (1983) is de maximale frequentie in een mesh
kleiner dan of gelijk aan de maximale frequentie van één element. Uit het amplitudespectrum
van de excitatickracht (figuur 10) blijkt dat model 1 alle relevante systeemfrequenties beschrijft.
De grootte van de tijdstap wordt gekozen zodanig dat At/Trin < 1 (Thnin is de periode van de
maximale frequentie). In eerste instantie wordt gekozen At =107%[s].

In figuur 19 is &, (z, t) weergegeven voor vier verschillende posities x aan de boven- en onderzijde
van de balk. Deze posities komen overeen met de plaats van de rekstrookjes in de experimenten.

Tabel 1: Validatie van de eerste negen eigenfrequenties

i | fi MARC [Hz] | f; vgl.(4.4) [Hz] | abs. fout [%]
1 23.22 23,22 0,00
2 63,98 64,00 0,03
3 125,40 125,50 0,08
4 207,10 207,42 0,15
5 309,20 309,86 0,21
6 431,50 432,77 0,29
7 574,00 576,17 0,38
8 736,50 740,06 0,48
9 919,00 924,43 0,59
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4.1 Twee-dimensionale mesh

Als het verloop van &, (z,t), op elke positie =, aan de bovenzijde van de balk wordt vergeleken
met het verloop van &, (z,t) aan de onderzijde, blijkt dat er zeer kleine verschillen optreden in
de amplitude en de fase van het rekverloop. Deze verschillen zijn waarschijnlijk te wijten aan
het niet-symmetrisch exciteren van het model. Uit figuur 19 komt het dispersieve karakter van
transversale golven in een balk tot uiting.

—— onder
-+~ boven

ex(z,1) []

&z (2, 1) [-]

Figuur 19: .(z,t) aan boven- en onderzijde van het model op verschillende posities z
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4.2 De effecten van meshverfijning

4.2 De effecten van meshverfijning

De effecten van meshverfijning in lengterichting met een constante tijdstapgrootte At = 107° [s]
zijn weergegeven in figuur 20. Als tijdsintegratie-methode is de trapezium-methode gebruikt in
combinatie met een consistente massamatrix. Uit figuur 20 blijkt dat €, (x,t) voor model 1 (150x1)
gelijk is aan e4(z,t) voor model 2 (300x1). Meshverfijning in hoogterichting (model 3: 300X2)

x10° x=0 ir_nl

€z($,t) H

-4 —t -5

[ 05 tijd [S] 1 _135 0 0.5 tijd [S] 1 X“)_:;‘
Figuur 20: £.(z,t) voor model 1 en model 2 op verschillende posities
levert geen noemenswaardige veranderingen op in het verloop van €, (z,t). Dit blijkt uit fignur 21

waarin het verloop van g, (z, t) voor model 1 (150x1) wordt vergeleken met het verloop van g, (z, t)
voor model 3 (300x2). Uit het bovenstaande kan het volgende geconcludeerd worden: Meshver-

€x(,1) []

’ ° tle [S] 1 x10°

Figuur 21: g;(x,t) voor model 1 en model 3 op verschillende posities =

fijning heeft geen invloed op het verloop van e,(z,t). Meshverfijning leidt tot het introduceren
van hogere frequenties in de mesh. De tijdstapgrootte bepaalt vervolgens welke frequenties daad-
werkelijk zichtbaar worden gemaakt in de oplossing. Verder nemen de rekenkosten toe met het

toepassen van meshverfijning.
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4.3 De invloed van de tijdstapgrootte

4.3 De invloed van de tijdstapgrootte

Voor een juiste beschrijving van de relevante hoge frequenties, die in golfvoortplantingsproblemen
geéxciteerd worden, dient de tijdstapgrootte voldoende klein te zijn. De grootte van de tijdstap
bepaalt uiteindelijk welke frequentiecomponenten een bijdrage leveren aan de oplossing. Als de
tijdstapgrootte te groot wordt gekozen dan zullen de hoogfrequente componenten niet nauwkeu-
rig worden beschreven. Dit verschijnsel kan vergeleken worden met aliasing in de FFT-analyse.
Figuur 22 geeft e,(z,t) weer voor model 1 (150x1), geintegreerd met een tijdstapgrootte van
1.107%[s] en 1.1075[s]. Als de tijdstapgrootte echter kleiner wordt genomen, zullen de reken-

—— dt=1e-6

€ (.1?, t) H

[ 0.5

Eg (.’17, t) H

5 i i : :
4] 05 1 1.8 ~5 L 1
-3 [o] 0.5

tijd [s] tijd [s] |

Figuur 22: Vergroting van de tijdstapgrootte in model 1 (150x1)

kosten stijgen en bestaat de mogelijkheid hogere frequenties te laten verschijnen in de oplossing.
Figuur 23 geeft €, (z,t) weer voor model 1 (150x1) geintegreerd met een tijdstapgrootte 1.107° ]
en 1.1077 [s]. Hieruit blijkt dat verkleining van de tijdstapgrootte niet resulteert in extra frequen-
ties die een relevante bijdrage leveren aan de oplossing. Het is zeer waarschijnlijk dat met een
tijdstapgrootte van 107° [s] alle relevante frequentiecomponenten worden beschreven.
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4.4 Centrale differentie methode

4.4 Centrale differentie methode

In deze paragraaf wordt het gebruik van de expliciete centrale differentie methode in combinatie
met een gelumpte massamatrix voor model 1 (150x1) vergeleken met de impliciete trapezium-
methode in combinatie met een consistente massamatrix. In beide simulaties worden vlakspan-
ningselementen met lineaire vormfuncties toegepast om het lumpen van de massamatrix in het
geval van de centrale differentie methode nauwkeurig te laten verlopen. Het element (element-
nummer 3 in MARC) bezit vier knoop- en integratiepunten. Uit een eigenwaarde-analyse van
één element (afmeting 10 x 10[mm]) van model 1 blijkt dat de maximale frequentie van dit
element gelijk is aan f¢,,, = 3,43.10° [Hz]. Uit het amplitudespectrum van de excitatiekracht (fi-
guur 10) mag geconcludeerd worden dat model 1 waarschijnlijk alle relevante systeemfrequenties
beschrijft. In het geval van de centrale differentie methode dient t.a.v. de stabiliteit voldaan te
zijn aan een tijdstaprestrictie. Gebruik van vergelijking (3.27) levert voor de kritische tijdstap-
grootte Atei: = 9,28.1077[s]. In beide simulaties is gebruik gemaakt van At = 5,00.1077 [s].
Figuur 24 geeft de resultaten weer voor model 1 (150x1) geintegreerd m.b.v. i) de impliciete
trapezium-methode in combinatie met een consistente massamatrix en ii) de expliciete centrale
differentie methode in combinatie met een gelumpte massamatrix. Uit de resultaten blijkt dat
beide integratie-methoden ongeveer dezelfde resultaten opleveren voor wat betreft de golf die ont-
staat t.g.v. de impact. Op het moment dat gereflecteerde golven in de oplossing naar voren komen,
treden er grotere verschillen op tussen beide integratie-methoden. Uit figuur 24 blijkt dat de fase-
snelheid, berekend m.b.v. de impliciete methode, groter is dan de fasesnelheid berekend m.b.v. de
expliciete methode. Een verklaring hiervoor is op dit moment niet voorhanden. Het gebruik van de
centrale differentie methode levert een reductie van de rekenkosten t.0.v. de trapezium-methode
met een factor twee. In de simulatie is alleen gebruik gemaakt van model 1 (150x1) met lineaire
elementen. Het toepassen van meerdere lineaire elementen zal waarschijnlijk leiden tot een betere
beschrijving van het buiggedrag van het model.
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4.4 Centrale differentie methode

ex(,1) [-]

€ (mv t) H

— di=te-6
— -dt=1e~7
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Figuur 23: Verkleining van de tijdstapgrootte in model 1 (150x1)
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4.4 Centrale differentie methode

&x(z,t) [

€ (:I?, t) H

€x(z,1) [-]

10 x=0.01 [m]

— Impliciet
— - Expliciet

x10° x=0.5 [m]
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Figuur 24: Vergelijking impliciete en expliciete integratie-methode
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5 EXPERIMENTELE RESULTATEN

5 Experimentele resultaten

In dit hoofdstuk worden de experimentele resultaten gepresenteerd van golfvoortplanting in een
aluminium balk, die loodrecht op de balkas wordt geéxciteerd. Het doel van dit hoofdstuk is het
experiment te beschrijven teneinde de simulatieresultaten te valideren. De eigenschappen van de
aluminium balk zijn: Young’s modulus E = 70.10° [N/m?], Poisson constante v = 0,33 [—], soor-
telijke massa p = 2710 [kg/m?], lengte L = 1,5 [m], breedte b = 0,02 [m] en hoogte h = 0,01 [m].
De experimentele opstelling is schematisch weergegeven in figuur 25. De balk is opgehangen aan
twee dunne stalen draden. De golven worden gegenereerd in het midden van de balk (z = 0), die

© o] ©

w= rekstroken

* versnellingsopnemer

’ ¥ 7
bl 4----- - Pk 1T — e — -2— ——— e - —-———— -
voorkant
z=0
—_—>

h L

€

Figuur 25: Schematische weergave van de experimentele opstelling

loodrecht op de balkas wordt geéxciteerd m.b.v. een stalen kogel bevestigd aan een slinger. De
straal van de kogel bedraagt 10 [mm]. Aan de achterkant van de kogel is een piézo-electrische ver-
snellingsopnemer (PCB, type 303A02) geplaatst, die de versnelling van de kogel tijdens de botsing
meet. De massa van de kogel in combinatie met de versnellingsopnemer bedraagt 33.1073 [kg].
De kogel wordt vanuit rusttoestand tot een bepaalde hoogte getild en vastgehouden door een elec-
tromagneet. M.b.v. een schakelaar kan de electromagneet uitgeschakeld worden; op deze manier
wordt de kogel bij elke meting van dezelfde hoogte losgelaten en blijken de metingen reproduceer-
baar te zijn. De geproduceerde golven worden gemeten m.b.v. rekstroken (TML, type FLG-02)
die in lengte-richting op de middellijn van de balk zijn geplaatst (figuur 25). In totaal zijn er
zeven rekstroken op een bepaalde afstand z van de impact-plaats aan de voor- of achterkant van
de balk geplaatst (tabel 2). De effectieve lengte van de rekstroken is 0,2 [mm]. De rekstroken

Tabel 2: Aanduiding van de rekstroken

x [min] | voorkant | achterkant
balk balk
0.00% 0.05 - 1
10.00+ 0.05 2 2
50.00£ 0.05 3 3
500.00% 0.05 4 4

dienen voldoende kiein te zijn om hoge frequentiecomponenten nauwkeurig te kunnen meten. De
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5 EXPERIMENTELE RESULTATEN

kleinste golflengte (corresponderend met de hoogste frequentie) die gemeten kan worden, wordt
begrensd door de effectieve lengte van de rekstrook. In eerste instantie worden alleen de rekstroken
1 t/m 4 gebruikt. Elke rekstrook wordt in een Wheatstone-brug-circuit geplaatst, waarmee het
mogelijk wordt een kleine verandering van de weerstand in termen van voltages te bepalen. De
grootte van de weerstandsverandering is een maat voor de rek in x-richting £,(z,t). De signalen,
afkomstig van de vier rekstroken, worden vervolgens versterkt en digitaal opgeslagen m.b.v. het
software-programma DIFA. Tussen de rek €,(z,) en de gemeten spanning bestaat een lineair
verband, waarbij 1[V] overeenkomt met een rek van 80.107°. Het meetbereik van de rek £,(z, t)
is [~800.107%,+800.10~¢]. Behalve de rekken in de balk wordt gelijktijdig de versnelling van de
kogel gemeten en digitaal opgeslagen m.b.v. het software-programma DIFA.

M.b.v. het software-programma DIFA kunnen 5 kanalen gelijktijdig gemeten worden met
een bemonsteringsfrequentie van 200 [kHz] per kanaal. De Nyquist-frequentie fyyquisz bedraagt
100 [k H z] per kanaal. Voor de tijdstapgrootte At geldt volgens vergelijking (2.35) At = ;21— =

2fNyquist

5.107% [s]. De totale meettijd T is afhankelijk van de tijdstapgrootte At en het aantal meetpunten
N volgens T = NAt.

Het gemeten versnellingssignaal van de kogel wordt vermenigvuldigd met de massa van de
kogel in combinatie met de versnellingsopnemer. De experimentele contactkracht, weergegeven
in figuur 26, wordt benaderd door een halve periode van een sinus (F(t) = 240sin(w.10%)), die
als invoer dient in de eindige elementen simulaties en de FFT-analyses. De resultaten, verkregen

250 T T T T
—— Exfpen‘menteel
v |-— - Numeriek :

200

180+

E 100

~— 5ok

L L L
0 5 10 15 20

tijd [s] x10°°

Figuur 26: Verloop van de experimenteel bepaalde contactkracht en de benaderde contactkracht gebruikt
in numerieke simulaties

na het exciteren van de balk met de kogel, zijn weergegeven in figuur 27. De ruis in de gemeten
signalen, afkomstig van de voedingsbron, varieert tussen de —10 [mV] en +15 [mV]. Uit figuur 27
blijkt het dispersieve karakter van transversale golven in een balk.

Vervolgens wordt de rek e, (z,t) gemeten aan de voor- en achterkant van de balk op de posities
z = 0.01[m] en z = 0.5 [m]. De rekstroken die gebruikt worden zijn 2, 2’, 4 en 4’. De resultaten
zijn weergegeven in figuur 28. Als het verloop van £, (z,t) op beide posities z, aan de voorkant van
de balk wordt vergeleken met het verloop van e,(z,t) aan de achterkant, blijkt dat er zeer kleine
verschillen optreden in de amplitude en de fase van het rekverloop. Deze kleine verschillen komen
ook tot uiting in de simulatieresultaten en zijn waarschijnlijk te wijten aan het niet-symmetrisch
exciteren van de balk.
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5 EXPERIMENTELE RESULTATEN
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Figuur 27: £,(z,t) gemeten met de rekstroken 1 t/m 4
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6 Bespreking van de resultaten

In dit hoofdstuk worden de resultaten besproken van enerzijds een vergelijking van de experimen-
tele resultaten met de eindige elementen resultaten en anderzijds een vergelijking van de analytisch
benaderde resultaten uit hoofdstuk 2 met de eindige elementen resultaten. Het doel is de eindige
elementen resultaten te valideren en mogelijke verschillen te constateren om vervolgens oorzaken
van de verschillen te achterhalen die in een vervolgonderzoek verder geanalyseerd kunnen worden.

6.1 Vergelijking van de numerieke resultaten met de experimentele re-
sultaten

Voor de vergelijking van de eindige elementen resultaten met de experimentele resultaten wordt
gebruik gemaakt van het twee-dimensionale eindige elementen model 1 (150x1) geintegreerd m.b.v.
de trapezium-methode in combinatie met een consistente massamatrix. De materiaalparameters
van de mesh zijn overeenkomstig de materiaalparameters van de aluminium balk gekozen. De
tijdstapgrootte in de trapezium-methode is gelijk genomen aan de tijdstapgrootte in het experi-
ment (At = 5.107%[s]) om gelijke frequentiecomponenten te representeren. In figuur 29 worden
de eindige elementen resultaten (EEM) vergeleken met de experimentele resultaten (EXP). Uit de
resultaten blijkt dat de fasesnelheid in de experimentele resultaten ongeveer gelijk is aan de fase-
snelheid in de eindige elementen resultaten. De amplitude van de rek e,(z,t) in de experimentele
resultaten is echter lager dan de amplitude van de rek g,(x,¢) in de eindige elementen resultaten.
Dit verschil kan mogelijk tot stand komen door de volgende oorzaken:

o De excitatiekracht F'(¢) in de numerieke simulatie vormt een benadering van de gemeten ex-
citatiekracht. Uit figuur 26 blijkt dat het oppervlak onder de F'—t kromme van de numerieke
excitatiekracht groter is dan het opperviak onder de F' — ¢ kromme van de experimentele
excitatiekracht. Dit betekent dat de impuls in de numerieke simulatie groter is dan de impuls
in het experiment. Uitgangspunt bij het bepalen van de experimentele contactkracht is dat
de kogel bij benadering als star lichaam beweegt.

o Het experiment is verricht aan een drie-dimensionaal systeem, terwijl het eindige elementen
model twee-dimensionaal is.

o In het eindige elementen model wordt uitgegaan van homogeen, isotroop materiaalgedrag.
Door het produktieproces van slanke aluminium balken is het mogelijk dat het materiaalge-
drag afwijkt van het veronderstelde materiaalgedrag in de numerieke simulatie.

o Verschillen in de materiaalparameters tussen de simulatie en het experiment. De materiaal-
parameters in de numerieke simulatie zijn ontleend aan Lardner (1994). De materiaalpara-
meters van de werkelijke aluminium balk zijn onbekend.

o Mogelijke energie-dissipatie tijdens de botsing in de vorm van geluid, warmte en vervorming
die niet wordt gemeten.

o Geringe materiaaldemping in de aluminium balk.

o De excitatie in het experiment vindt niet geheel in het midden op de middellijn van de balk
plaats.

De minimale tijdstapgrootte At die in het experiment toegepast kan worden is 5.107%[s]. Uit
de eindige elementen simulatie met een tijdstapgrootte van 1.107%[s] en kleiner (paragraaf 4.3)
is gebleken dat hoogfrequente componenten optreden op het moment dat gereflecteerde golven
zichtbaar worden in de oplossing. M.b.v. een experiment is het niet mogelijk de aanwezigheid van
de hoogfrequente componenten bij een tijdstapgrootte At = 1.107° [s] in het werkelijke systeem
te onderzoeken. Wel kan geconcludeerd worden dat bij gebruik van een tijdstapgrootte At =
5.107%[s] de numerieke resultaten grote gelijkenis vertonen met de experimentele resultaten.
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6.2 Vergelijking van de eindige elementen resultaten met de analytisch
benaderde resultaten

Voor de vergelijking van de eindige elementen resultaten in MARC met de analytisch benaderde re-
sultaten m.b.v. de Fouriertheorie wordt gebruik gemaakt van het tweedimensionale eindige elemen-
ten model 1 (150x1) geintegreerd m.b.v. de trapezium-methode in combinatie met een consistente
massamatrix. De tijdstapgrootte in de trapezium-methode is gelijk gekozen aan de tijdstapgrootte
in de FFT-analyse (At = 1.107%[s]). Het aantal tijdstappen in de FFT-analyse bedraagt 4096.
In beide simulaties wordt gebruik gemaakt van de stootbelasting F(t) = 240sin(710%z).

Het eindige elementen model beschrijft een hele balk met twee vrije uiteinden. In de FFT-
analyse wordt uitgegaan van één balkhelft met één vrij uiteinde en symmetrische voorwaarden
in het midden van de balk. Dit betekent dat de eindige elementen resultaten alleen vergeleken
kunnen worden met de analytisch benaderde resultaten voor wat betreft de golf die ontstaat t.g.v.
de impact en niet t.g.v. reflecties. Op het moment dat gereflecteerde golven in de oplossing naar
voren komen, is het te verwachten dat er een verschil in amplitude van de rek £,(z,t) waargeno-
men wordt. Dit verschil wordt veroorzaakt door het feit dat in het eindige elementen model aan
twee uiteinden reflecties optreden en in de FFT-analyse alleen aan één uiteinde: In het eindige
elementen model zal interferentie optreden van de gereflecteerde golven. De amplitude van de rek
ez (z,t) zal daardoor groter zijn dan in de FFT-analyse. In figuur 30 zijn de eindige elementen
resultaten (EEM) en de analytisch benaderde resultaten (FFT) weergegeven. Als in figuur 30 het
tijdinterval 0 tot 0,5.1072 [s] wordt bekeken, blijkt dat de resultaten goed overeenkomen. In het
beschouwde tijdinterval komen geen gereflecteerde golven in de oplossing naar voren. In figuur 30,
positie z = 0,5 [m], is te zien dat de fasesnelheid in de FFT-analyse groter is dan in de eindige
elementen simulatie. Als in figuur 30 het tijdinterval 0,5.107% [s] tot 1,5.1073 [s] wordt bekeken
blijkt, zoals eerder opgemerkt, dat de amplitude van de gereflecteerde golven in de FFT-analyse
kleiner is. Om de eindige elementen resultaten met de analytisch benaderde resultaten te kunnen
vergelijken in het tijdinterval 0,5.1073 [s] tot 1,5.1072 [s] wordt het verloop van de rek e,(z,?)
op positie z = 0 geanalyseerd. Als er vanuit mag worden gegaan dat er op positie z = 0 geen
faseverschil optreedt tussen de gereflecteerde golven aan beide vrije uiteinden van een hele balk,
dan zal de amplitude van de rek e,(z,t) in de eindige elementen resultaten een factor twee groter
zijn dan de amplitude van de rek £,(z,t) in de analytisch benaderde resultaten. In figuur 30,
positie z = 0, blijkt dit redelijk te kloppen afgezien van het verschil in fasesnelheid.

Uitgangspunt in de FFT-analyse is de partiéle differentiaalvergelijking van het Bernoulli-
balkmodel. In dit model worden de rotatie-traagheid en de afschuifstijfheid verwaarloosd. Dit
betekent dat doorsneden die in onvervormde toestand vlak zijn en loodrecht staan op de balkas
dit ook blijven in vervormde toestand. In het eindige elementen model is echter wel afschuiving
van de elementen mogelijk. Als de rotatie-traagheid en de afschuifstijtheid niet worden verwaar-
loosd, wordt uitgegaan van de Timoshenko-balktheorie. Gopalakrishnan (1991) laat zien dat de
fasesnelheid in een Timoshenko-balkmodel kleiner is dan in een Bernoulli-balkmodel. Waarschijn-
lijk zal het toepassen van de Timoshenko-balktheorie, in plaats van de Bernoulli-balktheorie, in
de FFT-analyse leiden tot een betere gelijkenis met het gedrag van het eindige elementen model.
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Figuur 29: Vergelijking van de numerieke resultaten van modell (150x1) met de experimentele resultaten
(At =5.107%[s])
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7 Conclusies en aanbevelingen

In dit hoofdstuk worden de belangrijkste conclusies samengevat betreffende het gedane onderzoek
naar analytische, numerieke en experimentele aspecten m.b.t. golfvoortplantingsverschijnselen in
vaste stoffen. Tevens worden aanbevelingen voor verder onderzoek gegeven.

In het onderzoek is gestart met het bestuderen van ééndimensionale transversale golfvoort-
planting in een elastische balk met vrije uiteinden, die in het midden loodrecht op de balkas wordt
geéxciteerd d.m.v. een stootbelasting.

Eéndimensionale transversale golfvoortplanting in een Bernoulli-balkmodel wordt beschreven
door een lineaire partiéle differentiaalvergelijking met als onafhankelijke variabelen de tijd en een
ruimtelijke codrdinaat. Door de Fouriertransformatie te gebruiken kan de onafhankelijke variabele
'tijd’ geélimineerd worden, waardoor de oorspronkelijke partiéle differentiaalvergelijking geredu-
ceerd wordt tot een set gewone differentiaalvergelijkingen in de Fouriergetransformeerde van de
gezochte oplossing. De totale oplossing van het transversale golfprobleem in een balk bestaat uit
de superpositie van verschillende frequentiecomponenten die zich met verschillende fasesnelheden
voortplanten en ruimtelijk gedempte trillingen.

Het eindige elementen model wordt verkregen door het discretiseren van de bewegingsverge-
lijkingen in de plaats en de tijd. De ruimtelijke discretisatie wordt uitgevoerd m.b.v. de Galer-
kin eindige elementen methode. Het resulterende systeem van gewone differentiaalvergelijkingen
wordt vervolgens geintegreerd in de tijd m.b.v. de impliciete trapezium- methode en de expli-
ciete centrale differentie methode. Bij gebruik van de expliciete centrale differentie methode dient
t.a.v. de stabiliteit voldaan te zijn aan een tijdstaprestrictie. Indien de onvoorwaardelijk stabiele
trapezium-methode wordt toegepast, ziju de rekenkosten per tijdstap hoger dan bij de centrale
differentie methode, maar de grootte van de tijdstap is niet begrensd door stabiliteitscriteria. Het
discretiseren van de bewegingsvergelijkingen in de plaats en de tijd veroorzaakt fouten die de
nauwkeurigheid van de numerieke resultaten beinvloeden. Volgens Krieg en Key (1973) worden
de nauwkeurigste resultaten verkregen door gebruik te maken van de trapezium-methode in com-
binatie met een consistente massamatrix of de centrale differentie methode in combinatie met een
gelumpte massamatrix. Om een nauwkeurige benadering van het systeemgedrag te verkrijgen,
dienen alle relevante frequentiecomponenten bepaald te worden die de respons van het systeem
beschrijven. De mesh dient voldoende fijn te zijn om alle relevante frequenties te beschrijven. De
tijdstapgrootte bepaalt vervolgens welke frequenties daadwerkelijk zichtbaar worden gemaakt in
de oplossing.

Zoals eerder vermeld, zullen er bij het numeriek modelleren van golfvoortplanting onvermijde-
lijke fouten worden geintroduceerd. Daarom is het belangrijk de simulatieresultaten te valideren
m.b.v. analytische gegevens of experimenten.

Uit de eindige elementen resultaten blijkt dat het toepassen van meshverfijning in het tweedi-
mensionale uniforme eindige elementen model met 150 rechthoekige elementen met kwadratische
vormfuncties geen invioed heeft op de resultaten. Om de eindige elementen resultaten te kunnen
vergelijken met de experimentele resultaten bedraagt de tijdstapgrootte in de trapezium-methode
5.107%[s]. Wat betreft de validatie van de simulatieresultaten van het bovengenoemde model via
een experiment wordt geconcludeerd dat er in het verloop van de rek in x-richting e, (z, t) redelijke
overeenstemming bestaat tussen simulatie en experiment. De fasesnelheid blijkt goed overeen te
komen. De amplitude van de rek £,(z,%) in de experimentele resultaten is lager dan de ampli-
tude van de rek in de eindige elementen resultaten. In een vervolgonderzoek kunnen oorzaken
voor het verschil in amplitude van de rek e,(z,t) geanalyseerd worden. Interessante punten van
vervolgonderzoek zijn het invoeren van de gemeten stootbelasting in het tweedimensionale eindige
elementen model en verder het genereren van een driedimensionaal eindige elementen model om
meerdimensionale transversale golfvoortplanting te simuleren.

Wat betreft de vergelijking tussen de eindige elementen resultaten en de analytisch benaderde
resultaten m.b.v. de FFT-analyse kan geconcludeerd worden dat er een significant verschil in
fasesnelheid bestaat. Dit verschil is waarschijnlijk te wijten aan de verwaarlozing van de rotatie-
traagheid en de afschuifstijfheid van het toegepaste Bernoulli-balkmodel in de FFT-analyse. Een
interessant punt van vervolgonderzoek betreft het toepassen van de Timoshenko-balktheorie in de
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FFT-analyse, waardoor de invloed van de rotatie-traagheid en de afschuifstijtheid op de fasesnel-
heid bestudeerd kan worden.

Voor de voortzetting van het onderzoek kan verder het volgende opgemerkt worden: Om
golfvoortplanting in een meer hoofdachtig model te analyseren kan de Fouriertheorie toegepast
worden op de partigle differentiaalvergelijkingen die het gedrag van een gekromde elastische balk
beschrijven. Verder is het mogelijk visco-elastisch materiaalgedrag te introduceren door in de
FFT-analyse gebruik te maken van een frequentie-athankelijke complexe modulus. Daarnaast is
het modelleren van golfvoortplanting in een gekromde balk m.b.v. de eindige elementen methode
aan te bevelen.
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Appendix A

Appendix A: Algemene aspecten van golfvoortplanting in
vaste stoffen

In deze appendix wordt een overzicht gegeven van de vergelijkingen die van belang zijn bij de
beschrijving van golfvoortplanting in homogene, isotrope, elastische materialen. Uit deze analyti-
sche beschouwingen zal blijken dat er in het algemeen twee typen golfvoortplantingsverschijnselen

plantingssnelheid. Uitgangspunt vormen de bewegingsvergelijkingen voor een homogeen, isotroop,
elastisch lichaam in tensornotatie

V.o +pf=pi (A1)

Volgens het constitutieve model van Hooke geldt de volgende relatie tussen de symmetrische
spanningstensor o en de lineaire rektensor

o = Xr(e)I + 2ue (A.2)
Als uitgegaan wordt van kleine deformaties dan geldt voor de lineaire rektensor
1 = = ¢
e=3 [(Vu) + (Vi) ] (A.3)
en voor de lineaire rotatietensor
1 =N =
Q== [(vu) - (vu)] (A4)

In bovenstaande vergelijkingen representeert « de verplaatsingsvector van een materieel punt t.o.v.
de onvervormde toestand. De massa per eenheid van volume is p[kg/m®] en f zijn de volume-
krachten per eenheid van massa [N/kg|. Verder zijn A en p de Lamé-constanten [IN/m?].

Substitutie van vergelijking (A.3) in vergelijking (A.2) en het resultaat in vergelijking (A.1)
levert de Navier vergelijkingen voor het medium

A+ WV (V@) + pV2E + pf = pii (A.5)
Gebruik van de vectoridentiteit
V2@ = V(V.7) — Vx(Vxil) (A.6)

de definities voor de volumeverandering (dilatatie) A van het materiaal

A= V.7 =tr(e) (A.7)
en de rotatievector &
@ = %%a (A.8)
leidt voor (A.5) tot
A+ 20V A = 2uVxd + pf = pii (A.9)

Indien de volumekrachten buiten beschouwing worden gelaten, kunnen de verplaatsingen # in ver-
gelijking (A.9) ontbonden worden in een longitudinale component, die met de volumeverandering
A correspondeert en een transversale component, namelijk de rotatievector & die de afschuifver-
vorming beschrijft. Als gevolg hiervan wordt de beweging van de deeltjes bij golfvoortplanting
opgebouwd gezien uit twee typen golfvoortplanting: longitudinale en transversale golfvoortplan-
ting.
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Longitudinale golfvoortplanting

Van longitudinale golfvoortplanting is sprake als de bewegingsrichting van de deeltjes parallel is
aan de richting waarin de golf zich voortplant. Beschouwd worden de vergelijkingen (A.5) in
afwezigheid van de volumekrachten

A+ pV(V.3) + pViad = pi (A.10)
Wordt de divergentie van vergelijking (A.10) bepaald dan volgt hieruit
A+ w)V.(V(V.D) + pV.(V2E) = pV i (A.11)

Gebruik van de relaties: V2 = V.V, V.(V2#) = V2(V.@) en V.@ = A, levert voor vergelij-
king (A.11)

%A

A+ 2p) VA = Al2
Uit vergelijking (A.12) kan de golfvergelijking voor longitudinale golven herleid worden
1 8%A
2A —
VA = c1?2 O (A.13)

waarin ¢; de snelheid is waarmee longitudinale golven zich voortplanten

o= (42)" - (atoitm) 19

Transversale golfvoortplanting

Als de materiaaldeeltjes zich bewegen in een richting loodrecht op de richting waarin de golf zich
voortplant dan is sprake van transversale golfvoortplanting. Beschouwd worden de vergelijkin-
gen (A.9) in afwezigheid van de volumekrachten

A+ 2u)VA — 2uVxd = pii (A.15)

Wordt het uitwendig produkt van de gradiéntoperator en vergelijking (A.15) bepaald, dan volgt
hieruit

(A + 2u)Vx(VA) = 2uVx(Vxd) = pVxii (A.16)

M.b.v. de vectoridentiteit (A.6) kan vergelijking (A.16) geschreven worden als

%3
2uV3E = 2p—r A7
BVTE = 2p—0 ( )

waaruit de golfvergelijking voor transversale golven volgt

1 0%3
Vg = ——— A18
@ (222 8t2 ( )

met ¢y de snelheid waarmee transversale golven zich voortplanten
1/2 1/2

7 E
= |- = —rrr A9
’ (p) <2p(1+V)> (3.19)
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Eéndimensionale golfvoortplanting
Eéndimensionale golfvoortplanting wordt beschreven door de volgende partiéle differentiaalverge-
lijking

0u 1 &%

met u(z,t) de longitudinale verplaatsing en ¢ de ééndimensionale, positieve, constante voortplan-

tingssnelheid
E
Co =4/ — A21
0 =4/ P (A.21)

De meest algemene oplossing van vergelijking (A.20) is van de vorm
u(z,t) = f1(z — cot) + fa( + cot) (A.22)

waarin het eerste deel een golf in positieve z-richting beschrijft en het tweede deel een golf in
negatieve z-richting.
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Appendix B: Fouriertheorie

Periodieke signalen z(t) worden gekenmerkt door het feit dat er een vaste periode T bestaat
waarvoor geldt: z(t) = x(¢t + T'). Periodieke (reéle) signalen kunnen beschouwd worden als te zijn
opgebouwd uit een reeks harmonische componenten (reéle Fourier-reeks). De reéle Fourier-reeks
genoteerd in complexe vorm luidt

b : 2mn
nzz_oo Cpert, Wn =~ (B.1)
met de Fouriercoéfficiénten
T/2
Cp = % / z(t)e ™ntdt, n=+1,42,... (B.2)
—T/2
T/2
Co = % / 2()dt = 200 (B.3)
—T/2

De complexe Fouriercoéfficiénten tezamen vormen het discrete frequentiespectrum van het (reéle)
periodieke signaal z(¢). De moduli |C,,| en de argumenten arg(C,) vormen samen respectievelijk
het discrete amplitudespectrum en het discrete fasespectrum. Deze twee grootheden leggen het
discrete frequentiespectrum eenduidig vast. Voor een reéel periodiek signaal geldt

|Cnl| = |Chl
arg(C-n) = —arg(Cy)

~ e~
w W
[V YN
— =

oftewel C,, en C_,, zijn elkaars complex geconjugeerden.

Voor een (reéel) niet-periodiek signaal z(¢) dat ’single-valued’ is voor —co < t < oo en waar-
voor ffooo |z(t)|dt convergeert (het signaal is absoluut integreerbaar) geldt de Fourier-integraal
van z(t)

o) = [ )t (B6)

— o0

waarin Z(w) de Fouriergetransformeerde van het signaal z(t) voorstelt. Voor de Fouriergetrans-
formeerde #(w) geldt

F(w) = % / z(t)e *tdt (B.7)

De Fouriergetransformeerde Z(w) wordt het continue frequentiespectrum van het reéle niet-perio-
dieke signaal z(t) genoemd. De moduli |Z(w)| en de argumenten arg|z(w)] vormen samen respectie-
velijk het continue amplitudespectrum en het continue fasespectrum. Deze twee grootheden leggen
het continue frequentiespectrum eenduidig vast. Voor een reéel signaal dat absoluut integreerbaar
is geldt

|2(-w)| = [2(w)] (B-8)
arg[#(—w)] = —arg[2(w)] (B.9)

oftewel #(w) en #(—w) zijn elkaars complex geconjugeerden
F(—w) = " (w) (B.10)
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Voor een redel signaal z(t) dat absoluut integreerbaar is geldt voor positieve hoekfrequenties w de
reéle Fourier-integraal

z(t) = 2Re {fé(w)eiwtdw} (B.11)
0
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Appendix C: Klassieke oplossing van D’Alembert (1747)

Beschouwd wordt de volgende partiéle differentiaalvergelijking

0%u 1 0%u
L =) (C.1)
0r?  cp? Ot?
met u(z,t) de longitudinale verplaatsing en ¢y de ééndimensionale, positieve, constante voortplan-
tingssnelheid. De zogeheten golfvergelijking (C.1) kan herschreven worden als

0 196,,0 190

Dit doet vermoeden dat de variabelen
r =X — Cot (C3>
T2 =+ cot (C.4)

een belangrijke rol spelen in het probleem. Uit vergelijking (C.3) en (C.4) volgt via toepassing
van de kettingregel voor differentiéren

Ou _ Ou dzy | Ou Ozy
dz Oz Oxr  Oxs Oz
of
ou ou ou

%:6—1.1‘+£; (05)

Evenzo geldt

lou_ _ou du
Co ot - le 65132

Substitutie van (C.5) en (C.6) in (C.2) levert

0%u _

811,'16.7}2 -

of
8 , Ou

9y Oz;

)=0 (C.7)

Hieruit volgt dat g—;‘l uitsluitend afhangt van z;

ﬂ _ df1(z1)
8:31 d.’El

waarin fi(z1) een willekeurige functie is van x;. Integratie levert
u= fi(z1) + fo(z2) (C.9)
waarin fo(z2) een willekeurige functie is van z,. Substitutie van (C.3) en (C.4) in (C.9) leidt tot
u(z,t) = f1(z — cot) + f2(z + cot) (C.10)

waarin het eerste deel een golf in positieve z-richting beschrijft en het tweede deel een golf in
negatieve z-richting. Er kan eenvoudig aangetoond worden dat het eerste deel van (C.10) inderdaad
een golf beschrijft die zich in positieve z-richting voortplant. Wanneer z — cot dezelfde waarde
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heeft, heeft u(z,t) dezelfde waarde. Stel #; < #2. De longitudinale verplaatsing u(z,t) zal op
tijdstip ¢, en positie z; dezelfde waarde bezitten als op tijdstip ¢2 en positie zo als geldt

T — Cotl =2 — Cotg

of
To — x1 = colte — 1) (C.11)
Aangezien ¢y > 0 en t3 — t1 > 0 geldt
T3 —z1 >0 (C.12)
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