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I. INLEIDING,

Sinds lange tiJjd kent men de methode om de hoekafmetingen van
sterren te bepalen met behulp van een interferometer volgens
Michelson (1890, 1920), Op deze wijze werden hoekdiameters be-
paald tot minimaal 0,02 boogseconden. Zie Michelson en Pease
(1921). Door Hanbury Brown en Twiss (1956a) is een toestel voor-
gesteld, dat veel gelijkenis vertoont met de interferometer van
Michelson, maar waarmee een andere grootheid wordt gemeten,
Michelson brengt het stralingéveld, ganwezig op twee punten, tot
superpositie en uit het interferentiepatroon kan hij de hoekafme-
ting van de ster afleiden, Hanbury Brown en Twiss (H.B.-T.) de-
tecteren de intensiteit in 2 punten met fotodetectoren, waarna

de intensiteitsfluctuaties gecorreleerd worden., Ook deze corre-
latie leidt tot de afmeting van de ster. HB-T zijn in staat hun
toestel veel groter te maken dan Michelson, waardoor kleinere
sterren gemeten kunnen worden,

Een fotodetector is een typisch quantummechanisch toestel en alle
berekeningen moeten dan ook worden uitgevoerd met quantumelectro-
dynamica, Alle klassieke lichtbronnen kan men opvatten als ruis-
generatoren; zij geven aanleiding tot chaotische velden (zie
hoofdstuk IV)., Men heeft dus een fotonenstatistiek nodig om de
verschijnselen te beschrijven. Dit heeft geleid tot nieuwe opvat~
tingen van het begrip coherentie (hoofdstuk III).

HB=T (1957a), (1957b), geven hun theorie op een "semi-klassieke"
wijie, waarbij het veld klassiek en de wisselwerking met de tel-
lers gquantummechanisch wordt behandeld. In het algemeen leidt een
dergelijke theorie tot goede resultaten als men werkt met sterke
velden (veel fotonen). Bij de sterreninterferometrie is dit echter
niet het geval en er ontstond twijfel over de geldigheid van deze
theorieen.

Uit de theorie van HB-T volgt, dat er een correlatie moet bestaan
tussen de getelde aantallen fotonen op verschillende plaatsen in
een lichtobundel, die zo goed mogelijk coherent is (volgens de oude
opvatting: monochromatisch en gecollimeerd), Om dat te verifieren
is door HB=T (1956a, 1957a) een proef gedaan die deze correlaties
inderdaad aantoont. Door anderen is de proef in enigszins gewi j-

zigde vorm uitgevoerd (Brannen en Ferguson, 1956; Adam, Jénossy;
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Varga, 1955) met een negatief resultaat. HB-T (1956b) laten zien
dat dit een gevolg is van de ongevoeligheid van de meetapparatuuxre
De theorie over optische coherentie en fotonenstatistiek van

Glauber (1963b, 1963c en 1965) is geheel guantummechanisch opge —
zet, Het hierboven genoemde correlatie-effect wordt verklaard.

De representatie die de chaotische velden .in Glaubers theorie
krijgen (gaussische P-representatie, zie hoofdstuk IV) verklaart

de juiste uitkomsten van de semi-klassieke theorie, ook als er

maar weinig fotonen zijn. 7ie Glauber (1963¢c) p. 2776.

Na een inleidend hoofdstuk over veldtheorie (hoofdstuk II), wor—
den enkele interferentie-experimenten beschreven (Young, Michel —
son, HB-T) en de theorie van Glauber zeer in het kort uiteengez e te.
In hoofdstuk V wordt de wisselwerking van het veld met een foto —
detector beschreven, waarna in hoofdstuk VI coiﬁcidentiemetingerl
met dergelijke detectoren worden beschouwd. . |

Met behulp van de resultaten van de hoofdétukken V en VI wordt -

in hoofdstuk VII de meting van een sterdiameter volgens HB-T na —
gegaan.,



/r

11, VELDTHEORIE.

De observabelen van het electro-magnetisch veld in het vacuum

zijn de electrische en magnetische veldsterkte, die worden voorge-
steld door de hermitische operatoren E(rt) en B(Trt). De toestand
van het veld wordt beschreven door de toestandsvector, {>, die in
de Heisenbergrepresentatie tijdonafhankelijk is en de eigenschappen
van het veld geeft op alle tijden, als de hamiltoniaan-bekermi is.

De bperatoren E en B voldoen aan de (bronvri je) Maxwell-vergeli j-
kingen:

V.E =
v.B =0 VxB

|
o
<p
X
wt
]

- 1/c 3B/3t
1/c 3%/3 t. (1)

Stelsel van Gauss: B in gauss, E in e.s.e.
Zowel £ als B voldoen aan de golfvergelijking:

- 5%5) #(7t) = O. (2)

We zullen ons hier beperken tot het electrische veld omdat meest-
al alleen dit veld in wisselwerking treedt met de detectoren.
B(rt) wordt door middel van Fourierontwixkeling verdeeld in twee

complexe componenten, het positieve en het negatieve'frequerrtie—
deel. Zie Glauber (1963bg,c): ' |

Brt) = ) (3t) t?'N‘m). ~ (3)

OCm een stochastisch veld te beschrijven is het gebruikelijk te
werken met een discrete set van stochastische variabelen in plaats
van met een continuum. We gebruiken dus Fouriersommen. Dit is mo-
bgelijk als we het beschouwde veld beperken binnen een eindig ruim-
telijk volume, Het veld kan dan ontwikkeld worden naar een discre-

te serie orthogonale mode-functies, [ﬁk(})], die voldcen aan de
golfverseli jking:

[

b, + =K B = O. W)

~We nemen aan dat de ﬁk‘orthonqﬁaal zijn:
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NGNS - (5)

en transversaal:

U (F) = 0. (6)

We krijgen dan voor de ontwikkeling van E(rt):

1 ~iw, t i o
B(re) = 12 (%ﬁuk)s{akﬁk(}) e K- alut(¥) ewkt}. ()

(u (r) zijn c-functies, a,_ zijn operatoren).

HlerbiJ zijn de normeplnvgfactoren zo gekozen dat het stel com-
plex geconjungeerde amplitudes a, en a; dimensieloos is. We zien
in (7) dat het positieve frequentiedeel van E alle amplltudes
bevat die variéren als exp(-iw t) voor w, > O.

k
E(+) en E( -) zijn niet hermitlsch maar elkaars hermitisch gecon-

Jungeerde: .
E(+) = E(_)*. (8)
Het dynamisch gedrag van de amplitudes, 8y wordt beheerst door
hamiltoniaan:
" ~ - t
- 4 2 2 - 4
H =% /.(E + B2) ar = % i h;uk(akak + aay )
9
=% H,.
K k

Hier zien we de analogle tussen de mode-amplitudes en de cocrdi-
naten van een stel cnafhankelijke een-dimensionale harmonische

oscillatoren. De commutatierelaties voor de 8, zijn:
[ak’ak']— = [a k’ak'] = 0
. (10)
[ak’ak']— = bkk' .

De eigen-toestanden van de H, zijn toestanden met een welgedefi-

k
nieerd aantal fotonen in de mode, k,

+ 1 _ . '
ﬁuk(akak+§)|nk>k=mk(nk+§)| b TR T (11)



Deze z.g. Fock-toestanden (deeltjesaantaltoestanden) vormen het
compleet orthonofmaal stelsel, waarmee de veldverschijnselen meest- *
al worden beschreven., De amplitude-operator van de mode k, 8y s A
wordt foton-vernietigingsoperator genoemd. De complex geconjun-
geerde, al, is de foton-scheppingsoperator:

“ﬁ‘%‘”’k

(n, + 1)E | n, + 1 >k"‘. (12)

a |y >y
-'-
ak I Me 2k

8x% l‘nk >k = e | omye >

De relaties (12) volgen uit (10) en (11). Voor één mode is:

aaa =aaa-a=alaa-1).Dusaaa| n> = a(a*a -1) ] n> =
=na]l n>-aln>=(n-1)al n>, o

a | n > blijkt eigen-toestand van a a te zijn met eigenwaarde .
(n-1).Dusal n>=c| n-1>. Na normering blijkt:

al n>=Nn| n-1>,

De modes zijn onafhankelijk van elkaar. De toestand l >, 1s een

vector in een Hilbert-ruimte. De toestand van het gehelg veld,

l > , is gedefinieerd in de productruimte van de Hilbert-ruimten
van alle modes.,

Metingen van de electrische veldsterkte zijn altijd metingén van
de hermitische operator E(rt). De bijdraget van de complexe velden
£(+) en 1) aan de meting kunnen echter zeer verschiilen, zie
Glauber (1965). Alleen in de klassieke limiet (hw » Q) zijn beide
bijdragen gelijk en dan spelen £(+) o £(-) dezelfde rol. In de
auantumthecrie echter beschrijft E(+) de absorptie en E(-) de
creatie van een foton. Voor de meting van het electrische veld
kunnen we een systeem van atomen in hun grondtoestand gebruiken,
In dit geval draagt alleen E(+) wezenlijk bij tot de overgangs-
amplitude., Het gehoemde systeem gedraagt zich als een fotonende-
tector. e kunnen ons een ideale detector voorstellen als een toe-
stel dat gevoelig is voor &' /(%t) in een enkel punt, onafhanke-
1i jk van de frequentie.kDe overgangswaarschi jnld jkheid voor het
absorberen van een foton uit het veld ter plaatse T en ten tijde
t is dan evenredig met:
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wi,p=1| <1 5t (1) R |2, - (13)
waarbij | i > de begintoestand van het veld is en | f > de eind-
toestand na de abscrptie, (E(+) te beschouwen als een component
van,E(+)). { f > ontstaat uit l 1 > door absorptie van een foton
uit een gzeer bepaalde mode. Onze belangstelling gaat uit naar de
kans dat een willekeurig foton wordt geabsorbeefd. Daartoe moet
(13) gesommeerd worden over alle mogelijke toestanden l £ > die
kunnen ontstaan uit l i > door absorptie van één foton. Ne mogén
de sommatie uitbreiden tot een compleet stel toestanden'| £ >,
want de toestanden die niet bereikt kunnen worden (bijv. die
waarin twee fotonen minder zijn dan in ] i > ) geven geen bijdra-
ge, omdat ze orthogonaal zijn op de tcestand E * ] i>,

We krijgen dan voor de kans dat een ideale fototeller per seconde
ter plaatse r ten tijde t een foton absorbeert:

w=23]| <] E(*)(}t) |1 > |2,= < 1| E(')(}t) E(+>(}t) | 1 sa
£ (14)

Hierbij is de volledigheid van het stelsel | f > - toestanden
gebruikt: 2, | £5>< f£]| = 1. Het getelde aantal fotonen per se-
conde blijkt, ook in het geval dat de toestand I i > %bekend is,
een gemiddelde te zijn, nl. evenredig met de verwachtingswaarde
van de operator E(—)(%t) E(+)(}t) in de toestand | 1 > .

In de practijk is de toestand ] i > nooit precies bekend en we
moeten dan ook overgaan naar een statistische beschrijving, waar-

bij een ensemble-gemiddelde genomen wordt over de onbepaalde en

oncontroleerbare parameters die ! i > bepdlen:
w = { < i} E(°)(}t) E(+)(}t) | 1> } (15)
g . ens e gemo
, over 1.
We voeren in de dichtheidsoperator: p = [ | 1 > < i ]| ]

T ens. gem, 1.
p 1is hermitisch: p = p

en positief definiet: < j| p| J > 2 O voor iedere | j >.
Ne kunnen dan schrijven voor w:

w=tr [p ELJ(}t) EOJ(}t)]. (16)
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In (16) wordt tweemaal gemiddeld: de metingen aan de zuivere
toestand leveren een quantummechanisch gemiddelde; het ensemble-
gemiddelde over de begintoestanden komt overeen met middeling
over Fourier-coefficienten in een klassieke behandeling.

Behalve het meten van intensiteiten (w is evenredig met de in-
tensiteit van de straling) met eén detector, kunnen we nog co-
incidentie-metingen en, meer algemeen, vertraagde_coincidentie-
metingen uitvoeren. Ve plastsen daartoe meerdere detectoren op:
Ty, T2y s...0 Het matrix-element voor de overgang, waarbi]j ie-
dere detector ter plaatse T, ten tijde tj een foton absorbeert

J
is dan:

el Bt B () el | 1. (17)

voor het gemiddeld aantal geabsorbeerde fatonen -per sec.n (n =
= aantal tellers) vinden we:

win) _ g {pE(°)(}'1tq) E(")(}ztz) E(’)(}-ntn) .
G ) L. E(+)(}1t1)}. (18)

De formule (16) is een bijzonder geval van een meer algemene
uitdrukking, waarin de complexe velden op verschillende plaatsen
en tijdstippen yorden gezet, We definieren de eerste-orde-corre-—
latiefunctie, G\1>(x1,x2), als:

G(1)(x1,x2) = tr {pE(—)(x1) E(+)(x2)}- (19)

We schrijven x voor (}t). Voor de beschrijving van minder ideale
tellers hebben we ook uitdrukkingen van de vorm (19) nodig, zie
hoofdstuk V. Op dezelfde manier definieren we de n-de orde-
correlatiefunctie:

G(n)(x1x2...x x ceeX

n’ “n+1 2n)

n+1

tr {pE(—>(x1)...E(-)(xn) £(+) (x )...E(+)(x2n)}. (20)
Deze correlatiefuncties zullen we in het volgende hoofdstuk ge-—
bruiken om een nauwkeurige betekenis te geven aan het begrip
coherentie. . '



III. INTERFERENTIE-EXPERIMENTEN, COHERENTIE, COHERENTE TOESTANDEN .
(zie o.m. Glauber, (1965). '

De mogelijkheid om een interferentiepatroon te ontwerpen is lange
tijd de enige maatstaf geweest om de coherentie-eigenschappen wvan
het licht te beschrijven., Ve bekijken de interferometer van Young.
Quasimonochromatisch licht van de bron ¢ valt op het scherm 4,
waarin twee gaatjes Py en P, ter plaatse Ty en }2. Op het scherm

Z» kunnen we dan een interferentiepatroon waarnemen,

.

-t
7°,P

ZL X

In het punt P (ter plaatse }) is het veld een lineaire combinatie
van de velden in P, en P, op geschikte tijden, Hierbij zijn een
aantal benaderingen gemaakt. e kunnen bijvoorbeeld de dispersie
van het licht in de gaatjes Py en P, verwa=mriczen, als de band-
breedte van de straling niet te groot is. Het veld in P ten ti jde
t is:

B (1) = mECT) (Bt ) + M B (B ta). (21)

Hierin is: t =t - s, J/c.
Als de lineaire afmetingen van Py en P, niet alleen klein zi jn
vergeleken met de afstand PyP,, maar ook even groot, dan is .
N = Np = N (N onafhankelijk van het veld).

De intensiteit in P, gemeten met een ideale fotodetector, is

evenredig met G 1)(x,x). We schrijven weer x voor (?t):

e (x,%x) = tr {pE(—)(x)E(+)(x)} -

tr {Plxlz E(_)(X1)E(+)(X1) ; P|%|2 E(-)(XQ)E(+)(XQ) +

+ 2p|x|2 Re[E(—)(X1)E(+)(X2)]} =



Michelson., Een toestel waarmee
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= |x|2{0(1)(x,x1) + G(1)(x2x2) + 2 Re G(1)(x,xa)}.(22)

De eerste tWee termen in (22) zijn de intensiteiten die elk der
twee gaatjes zou bijdragen in afwezigheid van het andere; ze
zijn in dit experiment nagenoceg constant over het scherm Z,. De
derde term is de interferentieterm. We kunnen schrijven:

G(1)(x1x2),= |G(1)(x1x2)|'exp[i¢(x1x2)ﬂ. Dan is:

G(1)(x,x) = |%|2{G(1)(x1x,) + G(1)(x2x2)l+ 2|G(1)(x1x2)!.-

. cos ¢(X1X2)}~ (23)

De oorsprong van het interferentiepatroon zien we nu duidelijk

in de variatie van de cosifis-term. Voor een vlakke monochroma-

tische golf is: ¢(Xy%x2) = ko(?y - To) +

’ %(51: - 52)-
Bij loodrechte inval is: ¢(x,Xxp) = k(s

- SQ)’.
mevr

de hoekafmetingen van sterren kan
bepalen is de interferometer van Michelson.

en Nolf (196.4).

Zie bijvoorbeeld Born
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De spiegels My en My; zijn verplaatsbaar langs de x-as; M; en M,
zijn vast, Steeds blijft MyM; = M;M,. Het veld in T is een su-~
perpositie van de velden in Ty en }2 (de optische wegen My M3P

en MoM,P zijn gelijk). De in T gemeten intensiteit bevat een in-
terferentieterm, Voor bepaaslde waarden van de afstand | Ty - T5
verdwijnt het interferentiepatroon. Daaruit kan dan de hoekafme-
ting van de ster worden bepaald. (Zie hiervoor ook hoofdstuk VII).
De afstand | Ty - T,| kan erg groot worden voordat het patroon
verdwenen is en het blijkt moeilijk in de practijk een interfe-
rometer van dergelijke omvang te construeren, waarbij het intro-
duceren van willekeurige faseverschillen wordt voorkomen, Ook
blijken de willekeurige variaties van de brekingsindex langs de
optische wegen het interferentiepatroon te verstoren. Om een in-
druk te krijgen van wat technisch is te verwezenlijken volgen
hier enkele gegevens van de Mount Vilson-telescoop. Zie Born en
Holf (196L). |

S4S5, = 1,14 m MyM, (max) = 6,1 m. _

Kleinst meetbare hoek (bij gemiddelde golflengte 5500 Z): .
0,02 boogsec. De zon op een afstand van de dichtstbijzijnde ster
wordt gezien onder een hoek van: C,007 boogsec.

Bij de interferometer van HB-T te Narrabri (Australie) is de af-
stand, overeenkomend met M,M,, maximaal: 188 m (zie hoofdstuk VII)o

Hanbury Brown en Twiss. Om de beide genoemde moeilijkheden te on-

dervangen is door HB-T een andere vorm van een sterreninterfero-
meter geconstrueerd., HB-T (1956a).

V4

AR

’ﬁ;f;f

Ay,

-
&)
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P, ,P,: fotocellen
T : vertragingslijn

C : vermenigvuldiger
M : integrator,

In dit geval worden de intensiteiten ter plaatse r, en r, geme-
ten met fotocellen, Het uitgangssignaal van de detectoren (een
electrische stroom die een maat is voor de lichtintensiteit)
varieert met frequenties die Qeel kleiner zijn dan de frequen-
tie van het e.m. veld en kan dus gemakkelijk over grote afstan-
den getransporteerd worden. Op de meetplaats, C, worden de bei-
de signalen gecorreleerd (d.w.z.'vermenigvuldigd en dan gemid-
deld). De correlatie van de intensiteitsfluctuaties is een func—
tie van de afstand |y - T|. Als de correlatie O is, volgt uit
de daarbij behorende waarde van |T, - T,| de hoekafmeting van de
ster,

Het hier gemeten correlatieproduct is een uitdrukking die het
veld bevat in de vierde graad: o "

o2 Gttty t) =

= tr{p E(')(‘r-1 t)z-‘.(')(}l2 1-,)E(")(‘r2 1:)13(‘“)(}»1 t)}.

In het geval van Michelson wordt een uitdrukking gemeten van de
tweede graad (vergelijk (22)): - ' .

G(1)(f'-t,}t) = tx{p E(")(‘rt)E(*)(}t)?.
J

In hoofdstuk VII wordt de intensiteitsinterferometrie volgens
-HB-T verder uitgewerkt. '

Coherentie. Zie Glauber (1963b, ¢, 1965). Een lichtbundel werd
coherent genoemd, indien de superpositie van het veld.uit twee
punten in de bundel, een ruimtelijk vastgelegd interferentie-
patroon gaf., De nieuwe definitie van coherentie (27), bevat de
oude definitie als de eigenschap van eerste-orde-coherentie.
Ne zien in (23) dat geen interferentiepatroon ontstaat, als

1 B .
G<’)(x,x2) = 0 en we noemen dan het veld in Xy en X incoherent,
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Indien daarentegen IG(1)(x1x2)| maximaal is, zal het patroon het
meest duidelijk zijn. OCmdat de dichtheidsoperator, p, positief
definiet is, kan men o.a. afleiden (Glauber 1963b):

160D (xx)] < {G(”(#, 20D (xax) ]2, (21)

De maximale waarde van |G(1)(x1x2)| levert ons dan de noodzake-
1ijke voorwaarde voor coherentie: :

168" (xy %2) {G‘”(sc,x. >}’1‘ . {e“’(xgxz)}*. (25)

(25) levert slechts een voorwaarde voor coherentie op twee ruim-
te-tijd-ysunten. Om coherentie als een eigenschap van ﬁet gehele
veld te definidren kan men (25) voorschrijven voor allée combina-
ties van twee punten. Een equivalente beschrijving kan worden ge-
geven door de els te stellen dat de eerste-orde-correlatiefunctie
factoriseert: ‘

G(1)(x1x2) = & (xy) E(x2). (26)

e zullen (26) aanhouden als de voorwaarde voor eerste-orde-cohe-—
rentie van het veld., (voor het bewijs van de equivalentie, zie
Glauber (1965) p. 103).

Een volledige definitie van coherentie krijgt men door aan de
hogere-crde~correlatiefuncties analoge faétorisatievoorwaarden

op te leggen. Ten veld heeft de eigenschap van m-de-orde-coheren-
tie, als aan m voorwaarden wordt voldaan: '

* 2n ‘
Exy)em Elxy) | (27)

G(])(x1...xh
< .
‘ j=n+1

) =

n

=

j=1

voor alle n € m. Zie Glauber (1963b) p. 2535.

Het veld is volledig coherent als (27) geldt voor alle n. (In de
practijk kan men (27) slechts eisen in een beperkt ruimte-tijd-
element: coherentielengte, coherentietijd). | ,
Experimenteel kan men de orde van coherentie bepaleﬁ door middel
“van n-voudige coincidentiemetingen (de functies (27) zijn in het
‘algemeen geen meetbare grooctheden in tegenstelling tot de func-
ties (28)). Als.het veld n-de-orde-coherent is moet het voor
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alle j € n voldoen aan:

J .
ot (e vxgoxgenin) = B ot (x,x,). (28)

Deze betrekkingen tonen aan dat het gemiddelde aantal coineiden-
J

viduele detectors getelde aantallen fotonen per sec, De metingen

ties per sec.® dan gelijk is aan het product van de door de indi-
van deze-detectoren zijn dan statistisch onafhankelijk., De cohe-
rentievecorwaarden beperken dus het stochastisch karacter van het
veld. Zie Glauber (1963b) p. 2536. De amplitudes van de verschil-
lende modes vertonen dan geen willekeurige fluctuaties, maar hoew
ven geen. stationaire waarde te hebben,

Er worden geen beperkingen opgelegd aan de bandbreedte van de
straling. Pogingen omkoptisch coherent (dit is: eerste-orde-cohe-—
rent) licht te maken zijn altijd gegaan in de richting van mono-
chromatische bronnen, Dit is te verklaren uit het feit dat men
steeds met stationaire bronnen heeft gewerkt. Men kan aantonen dat
een eerste-crde-coherent veld dat stationair is, alleen monochro-
matisch kan zijn. '

Coherente toestanden. Zie Glauber (1965). Ne gaan na of er toe-’
standen bestaan waarin de velden volledige coherentie bezitten.
Het is duidelijk dat simultane eigentoestanden van de operatoren
E(+) en E'7/ tot de gewenste factorisatievoorwaarden (27) leiden,
Echter E(+) en E(-) commuteren niet en dergeli jke eigentoestanden
bestaan niet. In de correlatiefuncties zien we de veldoperatoren
altijd in normaal geordende volgorde (de volgorde van de operato-—
ren zodanig, dat alle creatie-operatoren links en alle vernieti-
gingsoreratoren rechts staan). Dazrom is het voldoende om facto-
risatie te krijgen, dat het veld een rechtereigentoestand is van

E(+):

,E(+)(X>l s = 5(;()} >. (29)

Samen met de geadjungeerde relatie:

] B = &M < | ' (30)
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leidt 4it tot de gewenste factorisatie. Het is niet zonder meer
duidelijk dat eigentoestanden van deze vorm bestaan. Aan te to-
nen is dat een relatie als: < | E(+)(x) = €£(x) < | geen oplos-
"singen heeft, Dat (29) wel oplossingen heeft kan men laten zien
door ze te construeren, Als een oplossing bestaat moet f(x) ‘vol-
doen aan d?filfde golfvergelijking en randvoorwaarden als de
operator E (x), waarvoor de Fourierontwikkeling is, zie (7):

fiw .
E(*)(x) =1 ﬁ {—55}% akuk(}) exp(-iwkt). (31)

Hierin treden de operatoren 8y OP, die geheel beséhreven wo rden
door de commutatierelaties (10), Voor &(x) moeten we dan een over-
eenkomstige ontwikkeling hebben: ‘

- ‘ X
Ex) =14 z {-—2—“}5 o (T) exp(-iw, t) (32)

waarin de ccefficienten oy willekeurige complexe waarden kunnen

hebben. Substituerenwe (31) en (32) in (29), dan zien we dat

voor de afzonderlijke modefuncties de coefficienten gelijk moeten

zijn {dit volgt uit de orthogonaliteit van de uk(})).vDe eigen-

toestand moet dus, als hij bestaat, voldoen aan:

K | > : | (33)

voor alle modes k.
Om nu deze toestand, l >, te construeren kunnen we uitisaan van
de eigentoestand, | Qe >ps Van de vernietigingsoperator 8yt

a (04

R T B (34)

en dan wordt het gehele systeem beschreven met:
>=r}£'ak>k='[ak] >. ‘ (35)

[ak] staat voor de serie van amplitudes ak.'
Deze toestanden worden coherent genoemd en kunnen dienen als een
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stelsel van basistoestanden voor de beschrijving van het veld
(zij zijn voor ons doel, de fotonenstatistiek, beter geschikt .
dan de Fock-toestanden, in elk waarvan het aantal fotonen scherp
bepaald is)., Aan een stelsel basistoestanden moet de eis wvan
volledigheid worden gesteld. Het stelsel toestanden [ [ak] > is
volledig omdat: ' '

dzak : '
/I[ak]>< [Ock]ITII{ — = 1. . (36)
Geintegreerd wordt over de gehele ak—vlakken:
2 — —_
d2ay = d(Re oy ).d(Ima,) = | ak'[ d o |
a, = [ o, | exp(ig, ). '

De coherente toestanden missen echter de eigenschap van orthogo-
naliteit, ze zijn onderling lineair afhankelijk. Zie Glauber
(1963c) p. 2773,
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IV. P-REPRESENTATIE. CHAOTISCHE VELDEN.

Elke willekeurige toestand van het veld kan ontwikkeld worden
naar coherente toestanden en iedere operator kan in een repre-
sentatie geschreven worden met de coherente toestanden als basis.
' De dichtheidsoperator p heeft dan in het aiéemeen de vorm:

p = / <fa 11 o | [ﬁg] > | o ] > < 8]l Qg Ira2a, 426, (37)

Men kan de matrixelementen van p, op basis van de a-toestanden,
uitdrukken in de matrixelementen op basis van de n-toestanden:

<la, o] (B )> = E: <[n ) pl [m 1>
[, Je (m ] . | o (38)

1 (nm)H )™ g0

2 2
exp - #(la |  + 18] ).
Voor de laatste gelijkheid, zie Glauber (1963c) p. 2782..

Niet alle velden vereisen een p van de algemene vorm (37). Voor
een zuivere toestand l[ak]> is: p = }[ak]> <[ak]l. Denken we aan
een veld in een coherente toestand, waarblj echter de eigenwaar-

den [akl onbekend zijn (een mengsel van coherente toestanden)
dan:

0 =/ P([a]) | [ak]> <[ak]l . I}i d2aky. | (39)

P([ak]) is een gewichtsfunctie, gedefinieerd in de [ak]—vlakken
en heeft reele waarden (want p is hermitisch). We kunnen ons
P([ak]) voorstellen als quasiwaarschijnlijkheidsdichtheid voor
de verdeling van de a-waarden. Omdat de operatoren,l[ak]> <[ak]|
voor verschillende waarden van [ak] niet orthogonaal ziJn en ook
omdat P([ak]) negatieve waarden kan aannemen, kunnen we P([ak])
niet opvatten als een waarschijnlijkheidsdichtheéid in de gebrui-
kelijke zin, De uitdrukking (39) wordt de P-regresentatie van
Glauber (1963c) genoemd.

Er zijn voor- en tegenstanders van de stelling dat iedere p van
een vrij e.m, veld in de diagonale vorm (39) kan worden weergege-—
ven (zie 0.2. het Review-artikel van Mandel en Wolf (1965) en
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Glauber (1965)). Voor de meeste velden, die in de optica worden
bestudeerd, is dat echter wel het geval. Het gebruik van de P-
representatie van p leidt tot berekeningen in de quantumelectro-
dynamica die in vorm geheel gelijk zijn atn de klassieke bereke-
ningen, zelfs indien er maar weinig quanta aanwezig zijn.
Als voorbeeld rekenen we de intensiteit op'twee manieren uit:
Klassiek: '

E *) E(+)([ck]) =3 ékuk(}) exp(- ﬂvkt).
De Fouriercoefficienten zign stochastische variabelen, Een be-
paalde greep [ck] heeft de waarschijnlijkheid p([ck]).
De intensiteit is evenredig met:

AN = [ ee DI (e DI 1 azey

guantumiaechanisch:

De intensiteit 1s evenredig met:
wpst 2] = [ el e by 50 (o DEC (o D [ >0ty

=/ P([o 1) E(Tay D) EClay 1) < oy ]l [ ] > Ll ey

= [ 2Ua )l EDITn aay

De parameters [ak] spelen dus dezelfde rol als de willekeurige
Fouriersmplitudes [ck] in de klassieke theorie,

Alle Stationaire, macroskopische lichtbronnen, zoals gloeilampen,
gasontladingen en dergeli jke, kan men voorstellen als een verza- '
meling van een groot aantal gelijkvormige, kleine (atomaire)
bronnen, die statistisch onderling onafhankelijk en stationair
zijn. De bijdrage van iedere atomaire bron tot een bepaalde mode
van het veld kan worden beschreven met een éewichtsfunctie:
p(aj). (j =1...N, N = aantal bronnen), be.

De functie P(a) die de superpositie van alle bi jdragen @cﬁlrijft
is:
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N

N
P(a) =/ 6(2)(a -2 aj) I p(ad)dza . (LO)

J=1 J=1

Zie voor de afleiding van deze convolutie-integraal, Glauber
(1963c) p. 2778. Onafhankelijk van de preciese vorm van de func-—
tie p(aj), maar onder voorwaarde dat N zeer groo‘l? is, kan men
afleiden:

2
P(a) =f1r<1n> exp - @%‘;—} (vgor een mode), (L1)

(41) is een vorm van het centrale limiet-theorema. Glauber (1965)
r. 152. De functie p(a ) hoeft niet voor ieder atoom dezelfde te
zijn: pj(aj) Voorwaarden zijn: de D (a ) zijn differentieerbaar;
de momenten van de eerste tot en met de v1 jfde orde moeten be-
staan en van dezelfde orde van grootte zijn voor iedere Jj., Ver—
der worden nog voorwaarden opgelegd aan de karakteristieke func-—-
tie van de pj(aj). Tenslotte moet N »oo, Zie Khinchin (1949) p. 84.
De. formule (41) heeft dezelfde vorm als de waarschijnlijkheids—
verdeling vocr de totale verplaatsing ten gevolge van een "random
walk" in het complexe vlak. Zie Chandrasekhar (1954).

Als alle modes in de beschouwing worden medegenomen vindt men wvoor
P( [ak]) een product van gaussische factoren van de vorm (41):

P(la,]) =1 L exp - rl——l—w (u2)

Kk 1T<nk> <nk> *

Hierin is <n, > het gemiddeld aantal fotonen in de mode k.

De gaussische gewichtsfunctie (42) dankt zijn gefactoriseerde
vorm aan het stationaire karakter van de individuele bronnen,

zie Glauber (1963c) p. 2786. Voor deze laatste hoeven de p([ak])
niet te factoriseren., De amplitudes van de diverse modes kunnen
in grootte sterk aan elkaar gekoppeld 21Jn.,

Velden die in de P-representatie kunnen worden beschréven met een
gewichtsfactor van de vorm (42) noemen we chaotische velden., De
functie P([ak]) in de vorm (L42) is steeds positief, Toch moeten we
ook hier spreken van een quasiwaarschi jnlijkheid, omdat la>-—boe-
standen geen orthogonaal stelsel vormen, Alleen voor <m> >> 1 is
(L2) als een waarschi,jnlijkheidsverdeling te interpreteren. Glau-
ber (1963c) p, 2780,



- 20 -

Uit (42) blijkt dat alle statistische eigenschappen van chaoti-
sche velden worden bepaald door de gemiddelde bezettingsaantal-
len <nk> Deze getal%e? bepalen ook volledi? ?e eerste-orde—
correlatiefunctie: G' /(x,x') = tr[E (x)E (x' )] Met (7) en
(29) vinden we: '

ol Ee,re) = [ (e D) 3 | il )T apoy un(®) wo (B1) .

. exp ;(wktqwk.t') g d2a,,

en met (4,2) volgt dan:

Mt et = & % Py, <ny > u;(})uk(}') exp w (t-t'). (43)

De statistische eigenschappen van velden met gaussische.gewichts—
functie worden dus ook geheel bepaald door de G(1). Alle hogere-
crde-correlatiefuncties kunnen n.l. geschreven worden als som-

men van producten van G(1), zie Glauber (1965) p. 1.8, Bijvoozh-
beeld:

') (i xzuxome) = 6D xs) 6l exey + 0l (o) G< ) (%2%a )
(L)
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V. DE_FOTODETECTOR.

In hoofdstuk II hebben wij een ideale fotodetector besproken,
die gevoelig is (voor alle frequenties in dezelfde méte) voor
E(+ in éeén enkel punt, en aangetoond dat de gemeten grootheid
dan evenredig is met G ! (xx). We zulléen nu de interactie van
het veld met een meer reéle detector in het kort beschril jven,
De volledige berekening vindt men bij Glauber (1965) p. 78-88,
Eerst stellen we de detector voor als een enkel atoom, dat een
foto~-electrische overgang uitvoert vij absorptie van een foton.
De hamiltoniaan van het systeem is in het Schrodingerbeeld (we
schrijven bovenindex s bij de operatoren):

S 8 S 8 S 8
H™ = Ho + Hy, - Ho =Hogyg + Hop. (L5)

Hg is de som van hamiltonianen van het vrije atoom én van het
vrije veld, H? is de interactieterm. Voor de beschrijving van de
wisselwerking van het veld met het atocom maken we gebruik van de
electrische dipoolbenadering. In het interactiebeeld (boven in-

dex i) wordt H? tijdafhankeli jk:

HI(t) = exp (1/f HSt) HY exp (-1/F H3t) = —e 2 @ (8).E(F,¢),

Y
(L6)

: plaatsvector van de atoomkern,

: plaatsvector (operator) van het y-de electron ten opzich-
te van de kern, o

\io‘ e

-e : lading electron.

De Schrodingervergelijking voor het systeem van veld en detector
is: '
2

iﬁat|t>=H%(t)|t> (L7)

met als oplossing:

P> = U(t,t0) | to>. (48)

U(t,to) is een unitaire operator, die de ontwikkeling in de tijd
geef't van de toestand als de verstoring plaats vindt van t, tot t.
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In eerste~orde-benadering is:

| t> = {1 + 1/1k e H%(t')dt'} | to>. (L9) .
J tq \
We stellen de begintoestand voor door |gi> = |g> | i>, waarbij

het atoom in de grondtoestand, Lg>, is en het veld in een bepasal-
de, bekend veronderstelde, toestand |i>. Een eindtoestand is

af> = |a> |f>, waarin [a>feen aangeslagen toestand is van het
atoom en | f> de veldtoestand na de interactie. Om de overgangs-—
waarschijnli jkheid, p —+a(t)’ te vinden berekenen we eerst de

g
overgangsamplitude:

<af | U(t,to)] gi> = 1/15/ t <afr | HIi(t')lgb dt' =
to
= ie/h z/ v oca |‘q;(t')|g>.<f ]Ei(},t')l 1> 4dt'. (50)
y I to .

Met behulp van (46) en de commutatierelaties [H°F’H°at] = 0,
(HQF,qy(O)] = O kunnen we schrijven:

L]

t',  (51)

g ag

-1 + 5
<alz T (t")le =<a|z 3 | @ exp dw__t' = M__ exp iw
s Y 5 Y a ag

hierin is Ewag =E, - Eg = energieverschil tussen de beide toe-

standen van het atoom., Dus:

<af] U(t,t0)| gi> = ie/R /tt exp (magt')ﬁago<ﬂk(*)(},t')| i> d4t',
0
| ' (52)

In (52) is alleen het gedeelte £(*) yan ¥ meegenomen, omdat t(-)
geen bijdrage levert, (De temperatuur van de detector is zo laag
dat geen emissie optreedt). pg-»a(t) vindt men nu door het kwa-
draat van de absolute waarde van (52) te nemen en dan te sommeren
over alle eindtoestanden |f>° Deze sommatie kan worden uitgebreld
over een compleet stel toestanden |f>, omdat die toestanden die
niet bereikt kunnen worden geen bijdrage leveren., Daarna moet nog
gemiddeld worden over de mogelijke begintoestanden |i>. Dan is:



/s

- 23 -

= 2 [t ¢t ' " | "_40y '
Pg , g t) =(e/R) “z:.v y /to at'at™ expliw, (t"-t')] .

. (1) p2 e = om
> Mag,uMag,v S (rt',rt"). .(53)

(Mag,u is een cartesibhe component van Hag):

In de meeste detectoren worden de atomen geioniseerd, zodat de
eindtoestand van het atObm er eéen is uit een continuum van moge-
lijke toestanden | a>. De foto-electronen die vrij komen worden
niet alle werkelijk gedetecteerd. We schrijven voor de kans

dat het electron behorende bij de eindtoestand | a> gedetecteerd
wordt: R(a). De kans dat een foto-absorptie wordt waargenomen
vinden we dus door p —+a(t) te sommeren over a met R(a) als ge-

g
wicht:
() =2 ra) By (W) -

= (e/F)2 3 // t 4t'at" = R(a) MT_ M .
7R to . a B8 BB o (54)

. expliw, (t"-t")] G}is)(}t',*rt").‘

We definieren nu de functie:

*

w_svy - ~\2 "_40 :
Svﬂ(t t¥) (e/h) ‘z;R(a) Mag,# Mag'v exp[iwag(t t")],
(55)
waarvan de Fouriergetransformeerde:
5, (@) =/_°° s, (t"=") exp[-iw(t"-t')] a(t"-t') =
. ]
= 2r(e/h)? ﬁ R(a) Mag,p Mag,v é(w-wag) (56)

een gevoeligheidsfunctie 1is, die alleen.bijdragen geeft voor
overgangen met vast energieverschil ﬁwag’ ‘Ne hebben dan:

(1) — t 1 t oin " ' (1) b o.'° " .
{1 (1) -[to at /to WE 9, () g G ). D)
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Om aan te tonen dat een ideale detector een grootheid mee t, e-
venredig met 0(1)(}-1:,}1:) moeten we bedenken dat zo'n idesmle de-
tector een gevoeligheidsfunctie heeft die een constante is: *

svﬂ(w) =8, De Fouriergetransformeerde van Svu is dan:

“

Sv#(’t) = -2177 8 exp(iwt) dw = sv#b(t). (58)

-00

v
We vinden dan voor p(1)(t):

o (1) =/ ¢ dt'/ tat"zs s, 8(t"-t") GlE:))(i't','I"t") =

to to Vi VK
=3 sv#/ t G/E;)(?'t',}'t') dat'. ' (59)
Vytd to : , ‘

Aen het srgument van de G-functie, zien we dat het absorp tie-
proces gelocaliSeerd/Eg de tijd. Dat is een gevolg van de brede-
band-gevoeligheid van de ideale teller (in principe voor

- o < w < »), In de practijk kan men tellers maken, die =ich ge-
dragen als ideale tellers, als men zorgt dat svﬂ(w)' =s,, voor
een zeker frequentiegebied. Als men dan het opvallende 1licht be-~-
perkt binnen deze freguentieband en de meettijd (t-t,) groter
maskt dan de inverse waarde van de bandbreedte van de teller,
geldt ook (59). Het aantal getelde fotonen per seconde bl i Jkt dan
evenredig te zijn met G(1)(}'t,'i't):

(1) ey _apM(e) (1) a3 ‘ '
w' () = T _vz’# S G#U (rt,rt). (60)

Als het veld gepolariseerd is in een richting e kxunnen we schrij-
ven voor (57): '

1 \ - - . .
p(M (e =/ tat / tae s(e-t') 6l (B, ), (61)
to to
s - : - )y e ® '
wasrin: S = e . 3.e en ol?) . tr[o(e.E(‘ ))(e .E(+))] .
Voor een teller bestaande uit n gelijksoortige atomen terr plaatse
r, ,...?r'n in het veld, kan men een analoge redenering volgen, De
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atomen worden dynamisch onafhankeliJk van elkaar verondersteld,
Het veld treedt in wisselwerking met alle atomen in het tijdin-
tervel van O tot t.

Voor de wasrschijnlijkheid dat alle atomen elk één foton absor-
beren en dst de vrijgekomen electronen geteld worden vindt men

(n)(t) / / n S(t" t! ) G(n)(P1t1:-oP t'.;‘ t! ,..1'1 ).

nn’nn
o J=1

. n
. I at' at". (62)
=1 9

Als de gevoeligheid constant is over een frequentiegebied, dat
minstens zo groot is als het frequentiegebied van de straling,
is: ’

p(M () = &® /’ o j’t o™ (5 14, 5t e ,o.p,u,)dn1 at}.(63)

Voor reele detectoren is de kans dat alle atomen worden aange-
slagen natuurlijk erg klein. De functie p(n)(t) speelt echter
een belangrijke rol bij de bespreking van de statistische eigen-
schappen van foton-tel-experimenten, =zoals cofncidentiemetingen
(hoofdstuk VI), |
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VI. COINCIDENTIEMETINGEN MET FOTODETECTOREN.,

Door Glauber (1965), hoofdstuk XVII, wordt een telexperiment na-
gegaan, waarbij een teller gedurende een tijdinterval t licht op-
vangt. Het getelde aantal fotonen, C, is een stochastische groot-
heid, Om iets te weten te komen over de fluctuaties moeten we de
verdelingsfunctie van C kennen, .

Wij proberen hier op analoge wijze het meer ingewikkelde coineci-
- dentie-experiment te berekenen, We gaan uit van twee identieke
tellers, die beide bestaan uit een zeer groot aantal (N) atomen,
en die beide gedurende t wisselwerken met het veld. De plaats-
coordinaten van de atomen van teller 1 geven we asn met }i’ die
van teller 2 met 53, alle ten opzichte van één oorsprong. Het
door teller 1 geregistreerde aantal fotonen kunnen we schrijven
als de som van stochastische variabelen:

N N
Cy =3 2 eveneens: Ca = = (. ' (64)
. i J
i=1 j=1
hierin is zy = O als het i-de atoom niet geioniseerd wordt
= 1 als het i-de atoom wel geioniseerd wordt.
Cj = 0 als het j-de atoom niet geioniseerd wordt
= 1 als het j-de atoom wel geioniseerd wordt.

De eindtoestand van het systeem wordt‘gekarakteriseerd door een
serie waarden voor z""’ZN’C""’CN‘ De waarschijnlijkheid hier-
VOOr neemen we: P(z,,..,zN,C1,..,(N,t). De grootheid waar we be-
lang in stellen is:

N ‘ .
<C1 CQ) = 2 { .2 ZiCJ P(Z1 ,..,ZN’C1 ,oo,(N’t)}, . (65)

waarbij de sommatie over (zi;(j) betekent: sommatie over z; = 0,1
en Cj = 0,1 voor i,J = 1,..N. '

We definieren de momenten-voortbrengende functie Q(N,u,t):

Qh,u,t) = < (1) (1w)C2 5, (66)
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Uit (66) blijkt:

m+n
< C4(Cy=1)e.(Cy-m+1)Co(Cz—1)..

(oq)R+m { 9

a)\ma# Q(Nyu, t)}

e 0 (Cg-n+1 ) > .

I

Cy !C
< (C1-m3—T%2'n)' 7. (67)

Ontwikkelen we Q(A\,u,t) in een taylorreeks om A=u=0 dan vinden

we: .
oo k k '
K
Q(Ny,t) = 2= -1{17 ) <:> AR {—f_—n—a—'ﬁ Q(%,u.t)} =
k=0 n=0 N H A= =0
oo m+n ‘m+n
=% = m%;x%n(iL—7;uxw.ﬂ} (68)
m+n=0 n=0 Lan"opu A= =0,

De lineaire combinatie van momenten, (67), verschijnen dus in de
taylorreeks als coefficiénten van (-1)7 "™\ %/mint,

e kunnen ook schrijven:

. N . . .
Qlrsu,t) = = (1=-M)"(1)" p(m,n,t), (69)

m,n=0

waarin p(m,n,t) een meer bij het experiment aansluitende wverde-
lingsfunctie is, namelijk de kans dat teller 1 m-fotonen en tel-
ler 2 n-fotonen registreert, ongeacht de vraag welke atomen een
overgang maken. Door taylorontwikkeling van (69) om de punten
A=t=1 ziet men dat:

(-1)m+n am+n
p(m,n,t) = minl { n Q()\:ﬂtt)} . (70)
o a)\ma/" A= =1

Om Q(A,u,t) te vinden schrijven we:
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N N
Zzi Z{J .
Aast) = 2 (=N )3T Pz, 20 uCge B)
zi!CJ) . .
N z24 CJ’ '
= X I (1->\) (1‘11') P(Z1,..,ZN,(1,..,('_N’t)
(Zi:(-j) i,J=1
N (oney) (1 ) B )
= 2 IT 1= N7z 1-/.1,(' PZ1 gee 9l ,C1 ,.o,f ,t
(Zi’(j) i,3=1 L : J N N
= EI)\I (—A)n (—p.)m z P Z . z z ( [
n,m=0 (zi,(j) n-voua ' in o _voua J1 Jm

. P(Z1 ’oo’ZN’(1 QOOQcNOt)° (71)

In de laatste regel is het N-voudig product uit de voorlaatste
regel ontwikkeld naar machten van N en u. Dus:

(=) ()™ = b b

Q(N,u,t) = =
n,m=0 n-voud m-voud (Zi’(J)

(Zi1 ”Zin)(cj" "(,jm) P(Z1 9o va:C1 ,-o,cht)o

De waarschijnlijkheid dat alle atomen i1,..,in van detector 1 en
alle atomen ji,..,Jm van detector 2 een foton absorberen, onge-

acht de vraag wat de andere atomen doen, is:

p(i1pooin’j1!°°jm’t) = = (zi‘l"zin)(cj1°°(jm> P(’“!--’t)0(72)
(Zi ’Cj

Deze laatste uitdrukking is gelijk aan de waarschijnlijkheid, dat
alle (n+m) atomen (ter plaatse Pi1"°rin'pj1"°’pjm) een foton
absorberen, Met behulp van (62) krijgen we dus:

n
" ] "
I S(ti-ti)dtidt .

rt [t
o j (o) i=1

'p(i1’o-in’j1"ojm’t) = p(n’m)(t) = ‘

. jq1 8(73~T3)dT3d73 G(n+m)(}1tJ..}ntéb,r{.oﬁn{é,ﬁmfgo.},t?). (73)
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Dan is:

N .
Qru,t) = = (N w)" = 2 p(it,..,in,31,..3m,1t).
n,m=0 n-voud m-voud : (71)

Tot % dragen alleén bij de termen waarvoor n << N, Ne mogen
n-voud :
dan schrijven:

N N N

2 =« 3. 2~;11—,-/ d},cr(},)....,/ ar o (T ),
n-voud Y if=1 i2=1 in=1 dVy Vi

(75)
db10’(,731 )--o-fv dfama'(:am)c

2

waarbl] de sommen over de individuele atomen vervangen zijn door
integralen cover de volumina Vj eﬁ V, van elk der beide tellers
respectievelijk, terwijl o () voorstelt het aantal atomen per vo-
lume-eenheid ter plaatse r, Met (75) en (73) vinden we dan:

Qlhgis,t) = ‘i -\LL—u)mf ff // fe_

nim!
n,m=1
nx mx 2nx 2mx

over over

V4 Va
n
it s( Ve ')o*(ri)dr at! dt" n S(T"—’TJ)O'(p )dp d’rsd.'r'j x
1=

1 J=1

m+n - - - -
G( )(}1t¥-.rnt;p174-apm7 y 0 . T! -oP17H Pntge-P1t¥)-

m m-m
| (76)

Voor de berekening van de verdelingsfunctie p{m,n,t) en de hoge-
re—orde-momenten (67) dient men met de algemene vorm (76) verder
te gaan. Men kan dan afhankelijk van de coherentie-eigenschappen
van het veld de betreffende vormen voor G(n+m) invullen. Men be-
rekent dan 9(N,u,t) voor een volledig coherent veld, voor een
veld dat in de P-representatie kan worden geschreven, of voor een

veld met gaussische P-representatie. De berekening is analoog aan
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Glauber (1965).

Voor ons doel, de berekening van <CyCy> speciaal met het oog op
is het voldoende zich te
realiseren dat (76) een machtreeksontwikkeling is mond A=u=0, De

de meting van Hanbury Brown en Twiss,

coefficieént van "t in deze reeks is dan volgens (67) en (68) ge-
lijk aan <CyCy>:

r ' oy “y
<CiCy> ~/ / ft/t S(t",-t') r(F)arat'at” s(r'=r') o(p)dpartar”.
v,d vl ,

G(Q)(}‘t';PT':bT"v}'t")- (77)

Dit resultaat zullen wij in het volgende hoofdstuk gaan toepassen
in de situatie van de meting volgens Hanbury Brown en Twiss van
sterdiameters,

Volledigheidshalve volgen hieronder nog enkele uitkomsten van fo-

ton-tel-experinmenten en ccincidentiermetingen:

fotonenteller coincidentiemeting
<C >
p(m,t) = 5 exp —<C> p(m,n,t) = —;#—— exp -~ <Cq4> ",
) ' <Cz>M exp ~ <Cp>
variantie = n!
= <C?>=x«C>2 = <C> <CyCy> = <Cy> <Cp>
m m n
C> m !
p(m,t) = < — p(m,n,t) = ihtﬁ% <C}> <C‘;+n+1
b) [1+<C> ] T [1+<C1>+<Cz>]
: v
var, = <C> [1+<C>] <CiCo> = 2 <Cy> <Cp>
var., = <C> [1+;2:] <CyCo> = <Cy> <Co> [1+ ]
C)
y: spectraalbreedte
t: meettijd.
a): Vclledig coherent veld:
b): Gaussische P-representatie, Korte meettijd. Vlskke golf,

Gaussische P-representatie., Lange
Spectrum heeft Lorentz-profiel,.

meettijd, Vliakke golf,
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VII. DE METING VAN EEN STERDIAMETER VOLGENS HANBURY BROWN EN TWISS.

Met de opstelling van Hanbury Brown en Twiss (zie fig. blz. 11)
wordt het correlatieproduct, <CyC,>, gemeten, waarvoor we (77)
hebben afgeleid. We nemen aan, dat de tellers vocr alle frequen=-
ties van het opvallende licht even gevoelig zijn, zodat:
S(t"-t') = s86(t"-t'). Dan wordt (77): |

<CiCp> = Si/ ./ [t[ t G(z)(}1t1o}2t2:}2t2’}1t1)-
vV v2-10-/0
| . o (Py)o(Py) drydizdtydte. (78)

De ster is een chaotische lichtbron en het veld kan dus met de
gaussische P~-representatie beschreven werden. Dan geldt (uh):

62 (xyxaxoma) = 8 Gexa) 60 (axa) + 60 (xyxa) 681 (ama).

(79)

*
et behulp van de relatie: 0(1)(x1x2) = [6(1)(x2x,)] » krijgen we
voor (78):

fC,Cz> = s2/§1/;é/2/: {IG(1)(?yt1,}2t2)lz.+

1 - -+ - - - - - L.
+ G( )(P1t1’P1t1) G(1)(P2t2vr2t2)} o(ry) o(ry;) drydrpdtidt,. (80)

. L ]
Om bij deze meting de Juliste vorm te vinden voor G(1)(i,t1,$2tg)

gaan we als volgt te werk:

We stellen de ster voor als een platte schijf, die uniform over
het oppervlak licht uitstraalt (we zien af van verschijnselen als
"randverduistering”), In een vlak evenwijdig aan het steroppervlak
plaatsen we de beide tellers op onderlinge afstand 2a, en kiezen
de vervindingslijn der tellers als x-as. De 1j-as loopt ook even-
wijdig aan het steroppervliak. De sterdiameter is 2D. De afstand
tot de ster is L. (zie tekening volzende bladzijde),



Y Y

f /x x
’ ‘ a,
)
| p/ tetlten 2
' R\
|

- &
! —i— 7 s
: » yy
A
telfn 1

Als de gaussische P—reppesentatie geldt krijgt men voor G(1):

G(1)(}1t1!%2t2> = % i Hwk<nk> u;(}1)uk(}z) exp iwk(t1-t2)o (81)

{(zie (44)). De hoek waaronder men vanaf de ster het meetapparaat
ziet is 2o klein dat men kan aannemen dat hét licht van een opper-—
vliakte-element, RARA® van de stér, vlakke golven zijn, waarvan de
voortplantingsvectoren k wijzen naar het punt O. Zetten we in (81)
vlakke-golf-mcdefuncties (Glauber 1963c, p. 2768):

7

uk(} | exp ik.r ‘ (82)

dan wordt de bijdrage van RARAP tot G(1):

d[G“)(i‘n t,raty)] = %‘%—d—"—;k kb<n, > exp -i{fc.(*m -rz ) —wk(tq-t—a)}.
(83)

Hierin is: 6<ny> = aantal fotonen in de mode k per m? van RARA®

A = normeringsconstante van de uk(?); A zeer veel gro-

ter dan de golflengte,

Uit de tekening blijkt: k.(ri-rp) =~ 2ak = 2akRLcos o » In goede
benadering kunnen we schrijven: |k| = k = k_, zodat de som over
k gelijk is aan de som over (kx’ky’kz) en deze is gelijk aan de
som. over kz. De modes kz zljn zo dicht verdeeld over de k-ruimte,

k - A/21Tf dkzo

dat we kunnen overgaan op een integraal: o
Z
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We vinden tenslotte:

hw 6<n > i
alo") by ta yhate) ] = BB THo K o B e et R )}dwk
, .

waarbij is gebruikt: Wy = ke = kzc.

Voor de verdere berekening is het nu nodig een spectrale verdeling
te introduceren voor het licht dat op de tellers valt., Bij de in
Narrabri ultgevoerde experimenten worden de door de spiégels g€-
concentreerde lichtbundels door filters gestuurd, die een smal
doorlaat-gebied (AN = 8,107 m) hebben. Zie Hanbury Brown (1966).
‘Ne stellen hier, dat he} aantal fotonen ndrmaal verdeeld is rond

de centrale frequentie wy (we schrijven W, = w):

62212{) = y~2f1r b<n> exp - [“43”—‘1]2, | . (85)
waarin y: halve breedte van het spectrum op % x maximale hooéte;
(v << wo). ’
6<n>: totaal aantal fotonen per m3® in modes met richting i,
per m? van RARA4$.
Zetten we (85) in (84), dan vinden wij: .

| (1) /= - _h 6<n} RARAD [oo W=wg 12
alG (Piti,rata)] = DT / W exp - [_}‘;"Q] .

(o}

.« €Xp - iw{gﬂfggi—g - (ty -tz )}dﬂ- (86)

Om Gi1)(}1t1,}2t2) te krijgen moeten wij (86) integreren over
het steroppervlask:

G(1)(}‘1Tﬂ :}'2132) = gg:ﬁ%/oowm exl{"f“'):ygn‘]z + iw(‘tﬂ"tz)}-
o

a'/D Rd?[zﬂ d® exp - [iu.Zagccoang(87)
o o

‘Ne gebruiken:

A fom

JO(X) = 2,"-‘/

exp(ix cos ¢)as = Jo(-x).l ' (88)
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Jo: nulde-orde Besselfunctie, zie Whittaker en Watson (1963). "
Dan: ‘

(M) (31t ,Fate) = %,?—jwd» exp{— (42017 + iw(u-tq)}-

O r g, [252“’] dar.  (89)

Verder geldt:

a ;
& [(xF(x)] = xJo (x). (90)
Jy : eerste-orde Besselfunctie. Dan:

G(1)(}1t1,}2t2) = expf- [=wa1? 4 iw(t1-t2)YJ1(9%£)dw.
L y ° _ j'te
(91)

Hierin is: %? 9 (hoekafmeting van de ster),

D2 8<n> = <n> (totaal aantal fotonen per m® in de buurt

van de tellers).
De integraal in (91) bevat een snel varierende fasefactor:
exp 1 [w(ty-ty) + i(ﬁfﬁﬂ)z] = exp iy. Ve benaderen (91) door in
de integrand die waarde van w te schrijven waarvoor de (complexe)
fase stationair is (stationaire-fase-approximatie):

L (wwo) + (ty-tz) = O, (92)

£l
*ﬂm

Dan volgt:

W = Wy +

10ty —tp )y?
felr” (93)

Dan wordt (91):

o (E o bate) = (fBE exf - Lamflr i“"’“‘.'t*)} ‘

oo fase Lt yZ1) 4y, (9L)
L c J .

c

Aw moet van de orde y zijn. Een voor de hand liggende keuze is:
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Aw =/°° exp - (‘;-’)2 dw =};~f1r. ' (95)

(9.) levert van nul verschillende waardenAbp voor: (t,-t¢)=<‘g
(; is van de orde 3.10—1h sec). In dat geval is het imaginaire

deel van het argument van J; veel kleiner dan het re€le deel,
We vinden dan voor (94L):

a3t ,30t,) = Eﬂg%gi exp{ ﬁﬂ) Y2, iwo(t1-t2)}ggiﬁgﬁfzgl.
(96)
Verder blijkt:
oDt mt) = 6Dty o) = B2 L1 0 (o7)

De laatste twee resultaten zetten we in (80), waarbij we aanne-
men dat G(1>(?1t4,}2t2) constant blijft als ry en r, onafhanke-
1ijk van slkaar varieren respectieveli jk over teller 1 en teller
2. In goede benadering is namelijk steeds: |7, -1p| = 2a.

Dus:

, _+.Y2y,2
<CyCo> = Szjr /' 12|2_J_1_£’_(Q__l‘ Xp =~ (ty 2&) X 4+ I?} -

Vi v OJ o\

= 32I2N2 Iz_%o%g_aﬁllz‘/:/t exp - [(t1 -2’2)2y?]dt1 dt2+szI?N°f2,
o

(99)

waarin N het ascntal gevoelige atomen is van elk der tellers.
We zetten: I = sI,Nt. Dan:

2 . 2 -
<CiCo> = 12 + oy '2Jko§3ds /;/ ({t1=t2)¥% 154 at,

2
(100)
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Voor de integraal in (100) vinden we de waarde 2vZ2w 5-;‘57,‘

waarbij de integratie is uitgevoerd over een smalle strook ter
breedte 2/y in het (t,,tz)-vlak. We vinden dan voor het corre-
latieproduct:

<ciCa> = 1oy | 2l ® L o) (101)

(vergelijk (101) met dé@formule rechts onder in de tebel op blz,
30).

In de practijk wordt de meettijd, t, bepaald door de oplostijd,
Tos van de electronische installatie (fotomultiplicatoren, ver-—
sterkers, correlator)., T, is ongeveer gelijk aan de inverse
bandbreedte van de electronische apparatuur. '

Hanbury Brown (1966): 7, = 2,5.10‘9 sec, y' 1013 sec.’1.
In werkelijkheid wordt gemeten <AC, AC,>, want de schakeling
laat de gelijkstroomcomponenten niet door (AC; = Cy = <Cy>),
Zetten we t = T,, dan vinden we de benadering:

<AC1 ACz) = <C1 CQ) - <C1> <C2> o —T-- 2Jk 8.9 (102)

Voor de metingen te Narrabri vinden we dan:

<ACy ACp> = L.1072 12 l—gtigﬂéil | (103)

De uitkomst (i03) wordt door de integrator over een meetperiode
T geintegreerd (T is ongeveer 3 tot 5 uur).

Na een meting, waarbij de afstand 2a tussen de detectoren mini-
maal is, wordt 2a groter gemaaskt. Bij die afstand voor 2a, waar-
bij Jy(koad) = 0, vindt men geen correlatie meer in de intensi—
teitsfluctuaties, Het tweede nulpunt van J, (koa8) ligt bij de
waarde Koaqad = 3,83, '

Voor de hoekafmeting van de ster is dan:

8 ;
9 = ukoao. (10“»)

Te Narrabri zijn ondermeer gemeten: Wega, B Crucis en Altair.
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