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I. INLEIDINGo 

Sinds lange tijd kent men de methode om de hoekermetingen van 

sterren te bepalen met behulp van een interrerometer volgens 

Michelsen (1890, 1920). Op deze wijze werden hoekdiameters be

paald tot minimaal 0,02 boogseconden. Zie Michelsen en Pease 

(1921). Door Hanbury Brown en Twiss (1956a) is een toestel voor

gesteld, dat veel gelijkenis vertoont met de interrerometer van 

Michelson, maar waarmee een andere grootheid wordt gemeten. 

Michelsen brengt het stralingsveld, aanwezig op twee punten, tot 

superpositie en uit het inter~erentiepatroon kan hij de hoekarme

ting van de ster arleiden. Hanbury Brown en Twiss (H.B.-T.) de

tecteren de intensiteit in 2 punten met ~otodetectoren, waarna 

de intensiteitsf'luctuaties gecorreleerd worden. Ook deze corre

latie lèidt tot de armeting van de ster. HB-T zijn in staat hun 

toestel veel groter te maken dan Michelson, waardoor kleinere 

sterren gemeten klm.nen worden. 

Een ~otodetector is een typisch quanturnmechanisch toestel en alle . 
berekeningen moeten dan ook worden uitgevoerd met quantumelectro

dynamica. Alle klassieke lichtbronnen kan men opvatten als ruis

generatoren; zij geven aanleiding tot chaotische velden (zie 

hoordstuk IV)o Men heert dus een rotenenstatistiek nodig om de 

verschijnselen te beschrijven. Dit hee:rt geleid tot nieuwe opvat

tingen van het begrip coherentie (hoordstuk III). 

HB-T ( 1 957a), ( 195 7b ), geven hun theorie op een "semi -klassieke" 

wijze, waarbij het veld klassiek en de wisselwerking met de tel

lers quanturnmechanisch wordt behandeld. In het algemeen leidt een 

dergelijke theorie tot goede resultaten als men werkt met sterke 

velden (veel :fotonen). Bij de sterreninter~erometrie is dit echter 

niet het geval en er ontstond twij~el over de geldigheid van deze 

theorieën. 

lli t de theorie van HB-T volgt, dat er een correlatie moet bestaan 

tussen de getelde aantallen rotenen op verschillende plaatsen in 

een lichtbundel, die zo goed mogelijk coherent is (volgens de oude 

o~vatting: monochromatisch en gecollimeerd). Om dat te verif'iëren 

is door HB-T ( 1956a, 1957a) een proef' gedaan die deze correlaties 

inderdaad aantoont. Door anderen is de proef' in enigszins gewij

zigde vorm uitgevoerd (Brannen en Ferguson, 1956; Adam, Jánossy, 

• 
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Varga, 1955) met een negatief' resultaat. HB-T (1956b) laten zien. 

dat dit een gevolg is van de ongevoeligheid van de meetapparatUL~. 

De theorie over optische coherentie en :fotonenstatistiek van 

Glauber (1963b, 1963c en 1965) is geheel quanturnmechanisCh opge

zet. Het hierboven genoemde correlatie-e:f:fect wordt verklaard. 

De representatie die de chaotische velden in Glaubers theorie 

krijgen (gaussische P-representatie, zie hoo:fdstuk IV) verklaart 

de juiste uitkomsten van de semi-l<lassieke theorie, ook als er 

maar weinig :fotonen zijn. 7 ie Glauber ( 1963c) p. 2776. 

Na een inleidend hoo:fdstuk over veldtheorie (hoo:fdstuk II), wor

den enkele inter:ferentie-experimenten beschreven (Young, Miche~

son, HB-T) en de theorie van Glauber zeer in het kort uiteengezet. 

In hoo:fdstuk V wordt de wisselwerking van het veld met een :foto

detector beschreven, waarna in hoo:fdstuk VI coincidentiemetinge n 

met dergelijke detectoren worden beschouwd. 

Met behulp van de resultaten van de hoo:fdstukken V en VI wordt. -

in hoo:fdstuk VII de meting van een sterdiameter volgens HB-T na

gegaan. 
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II. VELDTHIDRIE. 

De observabelen van het electre-magnetisch veld in het vacuUin 

zijn de electrische en magnetische veldsterkte, die worden voorge

steld door de hermi tische operatoren ~(rt) en ~Crt) o De toestand 

van het veld wordt beschreven door de toestandsvector, I>, die in 

de Hei.senbergrepreaen ta tie ti jdonaf'hankel ijk is en de eigenschappen 

van het veld geert op alle tijden, als de hamiltoniaan.bekend is. 

De operatoren ~ en ~ voldoen aan de (bronvrije) Maxwell-vergelij

kingen: 

v.,t = o 
~.13 = 0 

v x Ê = - 1 I c a BI a t 
v x 13 = 1 I c a Ë/a t. 

Stelsel van Gauss: ~ in gauss, ~ in e.s.e. 

Zowel Ê als B voldoen aan de golrvergelijklng: 

( 1) 

(2) 

We zullen ons hier beperken tot het electrische veld omdat meest

al alleen dit veld in wisselwerking treedt met de detectoren. 

~(rt) 'NOrdt door middel van Fourierontwi~eling verdeelÖ in twee 

complexe componenten, het positieve en het nega~ieve rrequentie

deel. Zie Glauber (1963bvc): 

(3) 

Om een stochastisch veld te beschrijven is het gebruikelijk te 

werken met een discrete set van stochastische variabelen in plaats 

van met een continuum. Yve gebruiken dus Fouriersommen. Dit is mo

gelijk als we het beschouwde veld beperken binnen een eindig ruim

telijk volume. Het veld kan dan ontwikkeld worden naar een discre

te serie orthogonale mode-runeties, [ûk (r)], die voldoen aan de 

golf'verbelijking: 

(4) 

!r We nemen aan dat de ûk orthonoftitaal zijn: 

• 
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(5) 

en transversaal: 

(6) 

We krijgen dan voor de ontwikkeling van t(rt)': 

(7) 

(Ük(r) zijn c-runcties, ak zijn operatoren). . 

Hierbij zijn de normerings.f'actoren zo gekozen- dat het stel com

plex geconjungeerde amplitudes ak en a~ dimensieloos is. We zien 

in (7) dat het positieve rrequentiedeel van t alle amplitudes 

bevat die variëren als exp(-iwkt) voor ~k > O. 

Ê(+) en Ê(-) zijn niet hermitisch, maar elkaars hermitisch gecon

jungeerde: 

(8) 

Het dynamisch gedrag van de amplitudes, ak, wordt beheerst door 

hamil toniaan: 

(9) 

Hier zien we de analogie tussen de mode-amplitudes en de coÖrdi

naten v~n een stel ona.f'hankelijke één-dimensionale harmonische 

oscillatoren. De CoMM~tatierelaties voor de ak zijn: 

[ak,ak,]- = 

t 
[ak,ak,]- = 

( 1 0) 

De eigen-toestanden van de Hk zijn toestanden met een welgederi

nieerd aantal .f'otonen in de mode, k, : 

( 11 ) 
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Deze z.g. Fock-toestanden (deeltjesaantaltoestanden) vormen het 

fr compleet orthonolnaal stelsel, waarmee de veldverschijnselen. meest- • 

al worden beschreven. De amplitude-operator van de mode k, ak ·' 

wordt roton-vernietigingsoperator genoemd. De complex geconjun-
t 

geerde, ak' is de roton-scheppingsoperator: 

ak ~ >k = ~I ~- 1 >k 

t 1 

ak ~ >k = (nk + 1)~ I ~ + 1 >k 

t 
nk I akak ~ >k = ~ >k. 

, , 
De relaties (12) volgen uit (10) en (11). Voor een mode is: 

ataa = aata- a= a(ata- 1). Dus ataa I n > = a(ata- 1) ! 
= na I n > - a l n > = ( n - 1 ) a I n > o 

(12) 

n > = 

l 
t . 

a n > blijkt eigen-toestand van a a ~e zijn met eigenwaarde.· 

(n- 1). Dus a I n > = c I n- 1 >.Na normering blijkt: 

a I n > = ~n n- 1 >. 

De modes zijn onafhankelijk van elkaar. De toestand I >k is een 

vector in een Hilbert-ruimte. De toestand van het gehele veld. 

I > , is gederinieerd in de productruimte van de Hilbert-ruimten 

van alle modes. 

Metingen van de electrische veldsterkte zijn altijd metingen van 

de hermi tische opera tor t (rt). De bi jdraget van de complexe velden 

Ê(+) en Ë(-) aan de meting kunnen echter zeer verschillen, zie 

Glauber ( 1965). Alleen in de klassieke limiet (fiw-+ 0) zijn beide 

bijdragen gelijk en dan spelen Ê(+) en k(-) dezelfde rol. In de 

QUanturntt1eorie echter beschrijrt k(+) de absorptie enk(-) de 

creatie van een roton. Voor de meting van het electrische veld 

kw1nen we een systeem van atomen in hun grondtoestand gebruiken. 

In dit geval draagt alleen t(+) wezenlijk bij tot de overgangs

amplitude. Het genoemde systeem gedraagt zich als een rotonende

tector. '•Ve kunnen ons een ideale detector voorstellen als een toe-
(+) , . 

stel dut gevoelig is voor t (rt) in een enkel punt, onarhanke-

lijk van de rrequentie. De overgangswaarschijnl1jkheid voor het 

absorberen van een ro ton uit het veld ter plaatse r en ten tijde· 

t is dan evenredig met: 
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w i-+ f' = I < rl E ( + ) ( r t) I i > I ~ , ( 13) 

waarbij I i > de begintoestand van het veld is en I f' > de eind

toestand na de absorptie. (E(+) te beschouwen als een component 

van Ê(+)). I :f > ontstaat uit I i > door absorptie van een f'oton 

uit een zeer bepaalde mode. On7,e belangstelling gaat uit naar de 

kans dat een willekeurig :foton wordt geabsorbeerd. Daartoe moet 

( 1 3) gesommeerd worden over alle mogelijke toestanden I f" > die 

kunnen ontstaan uit I i > door absorptie van één roton. We mogen 

de sommatie uitbreiden tot een complee~ stel toestanden· I f" >, 

want de toestanden die niet bereikt kunnen worden (bijv. die 

waarin twee :fotonen minder zijn dan in I i > ) geven geen bijdra

ge, omdat ze orthogonaal zijn op de toestand E( +) I i >. 

We krijgen dan voor de kans dat een ideale :fototeller per seconde .. 
ter plaatse r ten tijde t een :foton absorbeert: 

i > Q. 

( 14) 

Eierbij is de volledigheid van het stelsel I f' > - toestanden 

gebruikt: Zr I r > < :f I = 1. Het getelde aantal ro tonen per se

conde blijkt, ook in het geval dat de toestand I i > bekend is, 

een gemiddelde te zijn, nl. evenredig met de verwachtingawaarde 

van de oper::=ttor E(-)(rt) E(+)(rt) in de toestand I i> • 

In de practijk is de toestand I i > nooit precies bekend en we 

moeten dan ook overgaan naar een statistische beschrijving, waar

bij een ensemble-gemiddelde genomen wordt over de onbepaalde en 

oncontroleerbare parameters die I i > bepálen: 

i > J ( ~ 5) 
ens. gem. 
over i. 

We voeren in de dichtheidsonerator: p = [ I i > < i I ] 
.1::' ens. gem. i. 

p is hermi tisch: p t = p 

en positief' def'iniet: < j I p I j > ;ö!t 0 voor iedere 

'Ne kunnen dan schrijven voor w: 

j >. 

( 16) 
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In (16) wordt tweemaal gemiddeld: de metingen aan de zuivere 

toestand leveren een quanturnmechanisch gemiddelde; het ensemble

gemiddelde over de begintoestanden komt overeen met middeling 

over Fourier-coëfficiënten in een klassieke behandeling. 

Behalve het meten van intensiteiten (w is evenredig met de in

tensiteit van de straling) met één detector, kunnen we nog co

incidentie-metingen en, meer algemeen, vertraagde coÏncidentie

metingen uitvoeren. ·,~·e plaatsen daartoe meerdere detectoren op: 
... ... 
r 1 , r 2 , ••••o Het matrix-element voor de overgang, waarbij ie-

, , 
dere detector ter plaatse r j ten tijde tj een foton absorbeert 

is dan: 

< f I E( +) (r1 ~ ) E( +) (r:o! ~ ) • • • • I i > • ( 17) 

'voor het gemiddeld aantal geabsorbeerde fotonen ·per sec. n (n = 

= aantal tellers) vinden we: 

( +) (... )") E r1 t1 1. 

J 
( 18) 

De·formule (16) is een bijzondt>r geval van een meer algemene 

uitdrukking, waarin de complexe velden op verschillende plaatsen 

en tijdstippen worden gezet. We definiëren de eerste-orde-corre

latief'unctie, G( 1 ) (x1 ,x2 ), als: 

( 19) 

We schrijven x voor (rt). Voor de beschrijving van minder ideale 

tellers hebben we ook uitdru~kingen van de vorm (19) nodig, zie 

hoof'dstuk V. Op dezelfde manier definiëren we de n-de orde

correlatiefunctie: 

(20) 

Deze correlatiefuncties zullen we in het volgende hoofdstuk ge
bruiken om een nauwkeurige betekenis te geven aan het begrip 
coherentie. 

• 
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III. INTERFERENTIE-EXPERIMENTEN, COHERENTIE, OOHERENTE 'IDEST.ANDEN ... 

(zie o.m. Glauber, (1965). 

De mogelijkheid om een interrerentiepatroon te ontwerpen is lange 

tijd de enige maatstar geweest om de coherentie-eigenschappen van 

het licht te beschrijven. We bekijken de interrerometer van Young. 

Quasimonochromatisch licllt van de bron er valt op het scherm ~1 • 

waarin twee gaatjes P 1 en P2 ter plaatse r1 en r2. Op het scherm 

~2 kunnen we dan een interrerentiepatroon waarnemen. 

In het punt P (ter plaatse r) is het veld een lineaire combinatie 

V8n de velden in P1 en P2 op geschikte tijden. Hierbij zijn een 

aant2l benaderingen gemaakt. 'Ne kunnen bijvoorbeeld de dispersie 

vnn het licht in de gaatjes P 1 en P2 verwa·~rlozen, als de band

breedte van de straling niet te groot is. Het veld in P ten tijde 

t is: 

(21) 

Hierin is: t 1 , 2 = t- s 1 ,-;!'c. 

Als de lineaire armetingen van P 1 en P2 niet alleen klein zijn 

vergeleken met de a~stand P1P2 , maar ook even groot, dan is 

-,\1 = /\2 = 1\ (Ä onaf'hankel ijk van het veld). 

De intensiteit in P, gemeten met een ideale rotodetector, is 

evenredig met G( 1 )(x,x). We schrijven weer x voor (rt): 

G( 1 )(x,x) = tr [pE(-)(x)E(+)(x)J = 

• 

= tr [pl/\1
2 

E(-)(x1 )E(+)(x1) + PIÄI 2 
E(-)(x2)E(+)(x2) + 

+ 2pjl\l
2 

Re[E(-)(x1)E(+)(x2)]J = 



fn 

- 10 -

De eerste twee termen in (22) zijn de intensiteiten die elk der 

twee gaatjes zou bijdragen in a~wezigheid van het andere; ze 

zijn in dit experiment nagenoeg constant over het scherm ~2 • De 

derde term is de inter~erentieterm. 'Ne kunnen schrijven: 
(1) I (1) I [ ·J . G (x1 x2 ) = G (x1 x2 ) exp i~(x1x2 ). Dan is: 

G( 1 )(x,x) = l/\l 2
[G( 1 )(x1 x1 ) + G( 1 )(x2x:;:) .+ 2IG( 1 )(x1x2)1. 

• cos 1> ( x1 x2 ) J. ( 23) 

De oorsprong van het inter~erentiepatroon zien we nu duidelijk 

in de variatie van de cosUUs-term. Voor 

tische gol~ is: rp(x1x2) = k.(r1 - r:;:) + 

Bij loodrechte inval is: rp(x1 x2 ) = k(s1 

mee 

een vlakke monochroma

~( 81 - 82). c 

Michelsono Een toestel waarmee de hoeka~metingen van sterren kan 
bepalen is de inter~erometer van Michelson. Zie bijvoorbeeld Born 

en l\ol~ ( 1964). 

------~r--~~~~~--------~~~====~~~~----~x-44 . 

S.t 
I 
I 
I 
I 

-J---~· 
/ 

• 
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De spiegels M1 en M2 zijn verplaatsbaar lang~ de x-as; M3 en M4 
• 4 

ziJn vast. Steeds blijf't M1 M3 = M2 ~. Het veld in r is een su-
perpositie van de velden in r 1 en r 2 (de optische wegen M1 M3 P 
en M2 ~P zijn gelijk). De in r gemeten intensiteit bevat een in

terf'erentieterm. Voor bepaalde waarden van de af'stand l'h - r 2 f 
verdwijnt het interf'erentiepa troon. Da~:~rui t kan dan de hoeka:f'me

~ing van de ster worden bepaald. (Zie hiervoor ook hoof'dstuk VII). 
De af'stand I r1 - r21 kan erg groot worden voordat het patroon 

verdwenen is en het blijkt moeilijk in de practijk een interre

rometer van dergelijke omvang te construeren, waarbij het intro

ducer·en van willekeurige f'asever·schillen wordt voorkomen. Ook 

blijken de willekeurige variaties van de brekingsindex langs de 

optische wegen het inter~erentiepatroon te verstoren. Om een in
druk te krijgen van wat technisch is te verwezenlijken volgen 

hier enkele gegevens van de Mount 1\"ilson-telescoop. Zie Born en 

Nolf' ( 1964). 

b 
'Kleinst meetbare hoek (bij gemiddelde golf'lengte 5500 A): 

= 1 , 1 4 m. M1 M2 ( max) = 6,1 m. 

• 
0,02 boogsec. De zon op een af'stand van de dichtstbijzijnde ster 

wordt gezien onder een hoek van: C,007 boogsec. 

Bij de in terf'eromete r van HB-T te Narrabri (Australië) is de a:f'-

s tand, overeenkomend met M1 M2 , maximaal: 188 m (zie 'hoof'ds tuk VII) o 

H9.nbury Brown en Twiss. Om de beide gei).oemde moeilijkheden te on

dervangen is door HB-T een andere vorm van een sterreninter:f'ero

meter geconstrueerd. HB-T (1956a). 

c 
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• P1 ,P2 : :fo toeellen 

T vertragingslijn 

C vermenigvuldiger 

M in tegr.a tor. 

In dit geval worden de intensiteiten ter plaatse r1 en r2 geme

ten met :fotocellen. Het uitgangssignaal van de detectoren (een 
electrische stroom die een maat is voor de lichtintensiteit) 

varieert met :frequenties die veel kleiner zijn dan de :frequen

tie van het e.m. veld en kan dus gemakkelijk over grote arstan

den getransporteerd worden. Op de meetplaats, C, worden de bei

de signalen gecorreleerd (d.w.z. vermenigvuldigd en dan gemid

deld). De correlatie van de intensiteits:fluctuaties is een rune
tie van de a:fstand 1·h - r~,d . Als de correlatie 0 is, volgt uit 

de daarbij behorende waarde van 1-r, - r2l de hoekarmeting van de 

ster. 

Het hier gemeten correlatieproduct is een uitdrukking die het 

veld bevat in de vierde graad: 

In het geval van Michelson wordt een uitdrukking gemeten van de 

tweede graad (vergelijk (22)): 

In hoo:fdstuk VII wordt de intensiteitsinter:ferometrie volgens 

HB-T verder uitgewerkt. 

Coherentie. Zie Glauber (1963b, c, 1965). Een lichtbundel werd 

coherent genoemd, indien de superpositie van het veld uit twee 

punten in de bundel, een ruimtelijk vastgelegd inter:ferentie-

pa troon gaf'. De nieuwe de:fini tie van cohe1•en tie ( 27), bevat de 

oude de:finitie als de eigenschap van eerste-orde-coherentie. 

We zien in (23) dat geen inter:ferentiepatroon ontstaat, als 

G(
1

)(x1 x 2 ) = 0 en we noemen dan het veld in~ en x2 incohererito 
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Indien daarentegen jG( 1 )(x1x 2 )1 maximaal is, zal het P,atroon het 

meest duidelijk zijn. Omdat de dichtheidsoperator, p, positier 

deriniet is, kan men o.a. aîleiden (Glauber 1963b): 

(1) [ (1) . (1) lt 
IG (x1x2 )1 ~ G (x1x1)G (x2 x 2 )j. (24) 

De maximale waarde van IG( 1 )(x1x 2 )1 levert ons dan de noodzake-

lijke voorwaarde voor coherentie: 

I G ( 1 ) ( X1 x2 ) I = [ G ( 1 ) ( x1 x1 ) J i . [ G ( 
1 

) ( X:2 x2 ) J i. ( 2 5) 

(25) levert slechts een voorwaarde voor coherentie op twee ruim

te-tijd-~Q~teno Om coherentie als een eigenschap van het gehele 

veld te de:finiëren kan men (25) voorschrijven voor alle combina-. 
ties van twee punten. Een equivalente beschrijving kan worden ge-
geven door de eis te stellen dat de eerste-orde-correla tierunctie 

:factoriseert: 

(1) • E( ) G ( x1 x2 ) = e ( x1 ) X2 • (26) 

We zullen (26) aanhouden als de voorwaarde voor eerste-orde-cohe

rentie v~n het veldo (voor het bewijs van de equivalentie, zie 

Glaubcr (1965) ~. 103). 

Een volledige de:fini tie van coherentie krijgt men door aan de 

hoger·e-or·de-corr·ela tie:functies analoge :factorisa tievoorwaarden 

op te leggen. Een veld hee:ft de eigenschap van ro-de-orde-coheren

tie, Rls aan m voorwaarden wordt voldaan: 

(n) n 
G ( X1 ••• Xn ) = fi 

.:::n . 1 
J= 

voor allen~ m. Zie Glauber (1963b) p. 2535. 

(27) 

Het veld is volledig coherent als (27) geldt voor alle n. (In de 

practijk kan men (27) slechts eisen in een beperkt ruimte-tijd

element: coherentielengte, coherentieti.jd)o 

Experimenteel kan men de orde van coherentie bepalen door middel 

van n-voudige coïncidentiemetingen (de runeties (27) zijn in het 

algemeen geen meetbare grootheden in tegenstelling tot de :rune

ties (28))o Als het veld n-de-orde-coherent is moet het voor 

• 
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alle j ~ n voldoen aan: 

G ( j) ( x1 ••• x j , x j ••• x1 ) = (28) 

Deze betrekkingen tonen aan dat het gemiddelde aantal coïnciden

ties per sec. j dan gelijk is aan het product van de door de indi

viduele detectors getelde aantallen rotonen per sec. De metingen 

van deze-detectoren zijn dan statistisch onafhankelijk. De cohe

rentievoorwaarden beperken dus het stochastisch karacter van het 

veld. Zie Glauber (1963b) p. 2536. De amplitudes van de verschil

lende modes vertonen dan geen willekeurige rluctuaties, maar hoe

ven geen stationaire waarde te hebben. 

Er worden geen beperkingen opgelegd aan de bandbreedt~ van de 

straling. Pogingen om optisch coherent (dit is: eerste-orde-cohe

rent) licht te maken zijn altijd gegaan in de richting van mono

chromatische bronnen. Dit is te verklar~n uit het reit dat men 

steeds met stationaire bronnen heert gewerkt. Men kan aantonen dat 

een eerste-orde-coherent veld dat stationair is, alleen monochro

matisch kan zijn. 

Coherente toestanden. Zie Gln.uber (1965). 'Ne gaan na or er toe-· 

standen bestaan waarin de velden volledige coherentie bezitten. 

Het is duidelij~ dat simultane eigentoestanden van de operatoren 

E(+) enE(-) tot de gewenste îactorisatievoorwaarden (27) leideno 

Echter E(+) en E(-) commuteren niet en dergelijke eigentoestanden 

bestaan niet. In de correlatieruneties zien we de ve~doperatoren 

al tijd in normaal geordende volgorde (de volgorde van de opera to
ren zodanig, dat alle creatie-operc.toren links en alle vernieti

gingso~eratoren rechts staan). Daarom .is het voldoende om racto

risatie te krijgen, dnt het veld een rechtereigentoestand is van 
E( +): 

(29) 

Samen met de geadjungeerde relatie: 

(30) 
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leidt dit tot de gewenste ractorisatie. Het is niet zonder meer 

duidelijk dat eigentoestanden van deze vorm bestaan. Aan te to
nen is dat een relatie als: < I E(+)(x.) = ê(x) < J geen oplos

singen heert. Dat (29) wel oplossingen heert kan men laten zien 

door ze te construeren. Als een oplossing bestaat moet ê (x) ·vol

doen aan d{~)lf'de golf'vergelijking en randvoorwaarden als de 

operator E (x), waarvoor de Fourierontwikkeling is, zie (7): 

(31) 

Hierin treden de operatoren ak op, die geheel beschreven worden 

door de commutatierelaties ( 1 0). Voor ê(x) moeten we dan een over

eenkomstige ontwikkeling hebben: 

(32) 

waarin de ccëf'f'iciënten ak willekeurige complexe ~aarden kunnen 

hebben. Substitueren Y/e ( 31) en ( 32) in ( 29), dan ·zien we dat 

voor de af'zonderlijke modef'uncties de coëf'f'iciënten gelijk moeten 

zijn (dit volgt uit de orthogonaliteit van de uk(r)). De eigen

toestand moet dus, als hij bestaat, voldoen aan: 

ak I > = ak I > 

voor alle modes k. 

Om nu deze toestand, I >, te construeren kunnen we ui t,..:aan van 
de eigentoestand, I ak >k' van de vernietigingaoperator ak: 

en dan wordt het gehele systeem beschreven met: 

I > = rr I ak > k = I [ o:k J > • 
k 

[ak] staat voor de serie van amplitudes o:k. 

(33) 

(34) 

(35) 

Deze toestanden worden coherent genoemd en kunnen dienen als een 
' 
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stelsel van basistoestanden voor de beschrijving van het veld 

(zij zijn voor ons doel, de rotonenstatistiek, beter geschikt . 

dan de Fock-toestanden, in elk waarvan het aantal rotenen scherp 

bepaald is). Aan een stelsel basistoestanden moet de eis van 

volledigheid worden gesteld. Het stelsel toestanden I [o:k] > is 

volledig ornda t: 

GeÏntegreerd wordt over de gehele o:k-vlakken: 

d 2 o:k = d(Re o:k).,d(Irn ak) = I ak. I elf o:k I dci>k 

ak = I ak I exp( icpk). 

(36) 

De coherente toestanden missen echter de eigenschap van orthogo

naliteit, ze zijn onderling lineair a.fhankelijko Zie Glauber 

(1963c) p. 2773o 
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IV. P-REPRESENTATIE. CHAOTISCHE VELDEN. 

Elke willekeurige toestand van het veld kan ontwikkeld worden 

naar coherente toestanden en iedere operator kan in een repre

sentatie geschreven worden met de coherente toestanden -als basis. 

De dichtheideoperator p hee~t dan in het algemeen de vorm: 

(37) 

Men kan de matrixelementen van p, op basi~ ·van de ex-toestanden. 

uitdrukken in de matrixelementen op basis van den-toestanden: 

Voor de laatste gelijkheid, zie Glauber (1963c) p. 2782 •. 
Niet alle velden vereisen een p van de algemene vorm (37). Voor

een zuivere toestand I [exk]> is: p = I [exk]> < [exkJI • Denken we aan 
een veld in een coherente toestand, waarbij echter de eigenwaar

den [exk~ onbekend zijn (een mengsel van coherente toestanden) 

dan: 

(39) 

P( [exk]) is een gewich tsf'unctie, gedef'iniëerd in de [exk] -vlakken 
en heeft reële waarden (want pis hermitisch). We kunnen ons 

P([ak]) voorstellen als quasiwaarschijnlijkheidsdichtheid voor 

de verdeling van de ex-waarden. Omdat de operatoren I [exk]> < [exk)l 

voor verschillende waarden van [exk] niet orthogonaal zijn en ook 

omdat P([exk]) negatieve waarden kan aannemen, kunnen we P([exk]) 

niet opvatten als een waarschijnlijkheidsdichthéid in de gebrui

kelijke zin. De uitdrukking (39) wordt de P-re~resentatie van 

Glauber (1963c) genoerndo 

Er zijn voor- en tegenstanders van de stelling dat iedere p van 

een vrij e.m. veld in de diagonale vorm (39) kan worden weergege

ven (zie o.a. het Review-artikel van Mandel en Wolf' (1965) en 
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Glauber (1965)). Voor de meeste velden, die in de optica worden 

bestudeerd, is dat echter wel het geval. Het gebruik van de P
representatie van p leidt tot berekeningen in de qua~tumelectro

dynamica die in vorm geheel gelijk zijn aan de klassieke bereke

ningen, zelrs indien er maar weinig quanta aanwezig zijn. 

Als voorbeeld rekenen we de intensiteit op twee manie.r-en uit: 

Klassiek: 

E(+) = E(+)([ck]) = ~ ck~(r) exp(- twkt). 

De Fouriercoërriciënten zi~n stochastische variabelen. Een be

paalde greep [ck] heert de waarsch-i,inlijkheid p([ck]). 

De intensiteit is evenredig met: 

Quan tum1aechani sch: 

De intensiteit is evenredig met: 

=I 
=! 
=! 

P([ak])< [akJl E(-)([ak])E(+)([ak])j [~k]>.~ d 2 ak 
k 

P( [ak]) é*( [ak]) éC [ak]) < [ak]l [ak] > .n d2 ak 
k 

De parameters [ak] spelen dus dezelrde rol als de willekeurige 

Fourierampli tudes [ck] in de klassieke theorie. 

Alle stationaire, macroskopische lichtbronnen, zoals gloeilampen, 

gasontladingen en dergelijke, kan men voorstellen als een verza

meling van een groot aantal gelijkvormige, kleine (atomaire) 

bronnen, die statistisch onderling onat:hankelljk en stationair 

zijn. De bijdrage van iedere atomaire bron tot een bepaalde mode 
' 

v~ het veld kan worden beschreven met een gewichtsrunctie: 

p(aj). (j = 1 ••• N, N =aantal bronnen). he-

De runetie P(a) die de superpos i tie van alle bijdragen /schri jf't 

is: 
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(40) 

Zie voor de arleiding van deze convolutie-integraal, Glauber 

( 1963c) p. 2778. Onaf'hankeli jk van de preciese vorm van de :rune

tie p(aj), maar onder voorwaarde dat N zeer groot is, kan men 

arleiden: 
2 

P(a) = _j_ exp - ;~> lj, (voor één mode). (41) 
1T< n> l < n . . 

(41) is een vorm van het centrale limiet-theo,rema. Glauber (1965) 

p. 152. De runetie p(aj) hoef't niet voor ieder atoom dezelf'de ·te 

zijn: pj(aj). Voorwaarden zijn: de pj(aj) zijn dirrerentieerbaar; 

de momenten van de eerste tot en met de vijrde orde moeten be

staRn en van dezelrde orde van grootte zijn voor iedere j. Ver-

der worden nog voorwaarden opgelegd aan de karakteristieke !'unc

tie V3.n de pj(aj). Tenslotte moet N~oo. Zie Khinchin (1949) p. 84. 
De f'or•mule (41) heert dezelf'de vorm als de waarschijnlijkheide

verdel in5 voor de totale verplaatsing ten gevolge van een "random 

walk" in het complexe vlak. Zie Chandrasekhar (1954). 

Als .J.lle modes in de beschouwing worden medegenomen vindt men voor 

P([ak]) een product van gaussische ractoren van de vorm (41): 

(42) 

Hierin is <~> het gemiddeld aantal rotenen in de mode k. 

De gaussische gewichtsrunctie (42) dankt zijn geractoriseerde 

vorm aan het stationaire karakter van de individuele bronnen, 

zie Glauber ( 1963c) p. 2786o Voor deze laatste hoeven de p( [ak]) 
niet te f'actoriseren. De amplitudes van de diverse modes kunnen 

in grootte sterk aan elkaar gekoppeld zijno 

• 

Velden die in de ?-representatie kunnen wor·den beschreven met een 

gewichtsractor van de vorm (42) noemen we chaotische velden. De 

runetie P( [ak]) in de vorm (42) is steeds po si tier. Toch moeten we 

ook hier spreken vr:m een quasiwaarschi jnlijkheid, omdat I co-toe

standen geen orthogonaal stelsel vormen. Alleen voor < n> >> 1 :1 s 
(42) als een waarschijnlijkheidsverdeling te interpreteren. G~a~

ber (1963c) p? 2780o 
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Uit (42) blijkt dat alle statistische eigenschappen van chaoti

sche velden worden bepaald door de gemiddelde bezettingBaantal

len < ~>. Deze getallen bepalen ook volledi~ de eerste-o-rde

çorrelatierunctie: G( 1 )(x,x') = tr[E(-)(x)E +)(x')]. Met (7) en 

(39) vinden we: 

G( 1)Crt,r't') =I P([a ]) ~ ifi(wkwk,)i a:~k' U:<r) ~,(r') • 
k k,k' 

en met (L~2) volgt dan: 

De statistische eigenschappen van velden met gaussische gewichts

runctie worden dus ook geheel bepanld door de G( 1 ). Alle hogere

orde-correlatierune ties ku..'1.nen n .1. geschreven worden als som

men van producten van G( 1 ), zie Glauber ( 1965) p. 148,· bijvoor

beeld: 

G ( 2 ) ( x 1 x 2 , X3 J4 ) = G ( 1 ) ( x, x 3 ) G ( 1 ) ( x 2 J4 ) + G ( 1 ) ( x 1 J4 ) G ( 1 ) ( x 2 Xa ) • 

(44) 
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V. DE FO 'ID DETEC'roR. 

In hoordstuk II hebben wij een ideale ratodetector besproken, 

die gevoelig is (voor alle rrequenties in dezelrde ~te) voor 

E( +) in ~~n enkel punt, en aangetoond dat de gemeten grootheid 

dan evenredig is met G( 1 ) (xx). \~e zullèn nu de interactie van 

het veld met een meer reële detector in het kort beschrijven. 

De volledige berekening vindt men bij Glauber (1965) p. 78-88. 
Eerst stellen we de detector voor als ~~n enkel atoom, dat een 

roto-electrische overgang uitvoert bij absorptie van een roton. 

De hamiltoniaan van het systeem is in het SchrÖdingerbeeld {we 

schr•ijven bovenindex s bij de operatoren): 

s s s 
H = H0 + HI, (45) 

s 
Ho is de som van harniltonianen van het vrije atoom en van het 

vrlJe veld., H~ is de interactieterrn. Voor de beschrijving van de 

wisselwerking van het veld met het atoom rnaken we gebruik van de 

electrische dipoolbenadering. In het interactiebeeld (boven in

dex i) wordt H~ tijdafhankelijk: 

Hi(t) = exp (i/h H~t) H~ exp (-i/h H~~) = 

.. 
r plaatsvector van de atoomkern, 

-e L. 
y 
~ ( t) • Ë1 

( r, t) .• 

(46) 

~ plaatsvector (operator) van het y-de electron ten opzich

te v::m de kern, 

-e : lading electron. 

De SchrÖüingervergelijking voor het systeem van veld en detector 

is: 
. - a I i( I 1h a t t> = H I t) t> (47) 

met als oplossing: 

I t> = U(t,t0 ) I to>. {48) 

U(t,t0 ) is een unituire operator, die de ontwikkeling in de tLjd 

geert van de toestand als de verstoring plaats vindt van t 0 tot ·t. 
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In eerste-orde-benadering is: 

(49) 

··ttie stellen de begintoestand voor door I gi> = I g> I i>,. waarbij 

het atoom in de grondtoestand, I g>, is en het veld in een bepaal

de, bekend veronderstelde, toestand I i>. Een eindtoestand is 

I af'> = I a> J f'>, waarin I a> een aangeslagen toestand is van het 

atoom en I f'> de veldtoestand na de interactie. Om de overgangs-

waarschijnlijkheid, p (t), te vinden berekenen we eerst de 
g~a 

overgangsamplitude: 

< a:f I U ( t , t 0 ) I g i> = 1 / ih I t < a:f I H i ( t ' ) I g i> d t' = 
to 

= i e/fi ~ I t < a I ~ ( t' ) I g> • < :f I 'ki Cr , t' ) I 1> d t' • 
y to 

Met behulp van (46) en de commutatierelaties [H 0 F,H 0 at]_ = O, 

[H 0F'~(O) ]_ = 0 kunnen we schrijven: 

(50) 

<al~ ~ ( t') I g> = <alL- ~ I g> exp iwag t' = iag exp iwag t', ( 51) 
y y 

hierin is fiW = E - E = energieverschil tussen de beide toe-ag a g 
standen van het a toom. Dus: 

<af'! U( t, t 0 )j gi> = ie/fi I t: exp ( iwag t' )Mago< t1 'k( +)Cr, t' )I i> dt'. 

(52) 

In (52) is alleen het gedeelte ~(+) van t meegenomen, omdat t(-) 
geen bijdrage leverto (De temperatuur van de detector is zo laag 

dat geen emissie optreedt). p (t) vindt men nu door het kwa-g--.a 
draat VEm de absolute waarde van (52) te nemen en dan te sommeren 

over alle eindtoestanden I :f>o Deze sommatie kan worden uitgebreid 

over een compleet stel toestanden I f'>, omdat die toestanden die 

niet bereikt kunnen worden geen bijdrage leveren. Daarna moet nog 

gemiddeld worden over de mogelijke begintoestanden I i>. Dan is: 

• 
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( t) = (e/n)
2 ~ ' t 1 t dt'dt"· exp[iw (t"-t' )-] 0 Pg-+ a j ag 

f..l. ,v to te 

u • ... a< 1 ) ( .. t' .. t" ) o .l lil 
11

v r , r • ag,f.J. ag,v ,_ . (53) 

(Mag is een cartestbhe component van ~ag). 
•f..l. -

In de meeste detectoren worden de atomen geïoniseerd, zodat de 

eindtoestand van het atoom er ~~n is uit een continuurn van moge

lijke toestanden I a>. De roto-electronen die vrij komen worden 

niet alle werkelijk gedetecteerd. We schrijven voor de kans 

dat het electron behorende bij de eindtoestand I a> gedetecteerd 

wordt: R(a). De kans dat een rotc-absorptie wordt waargenomen 

vinden we dus door p (t) te sommeren over a met R(a) als ge-g-+a 
wicht: 

p(
1 )(t) = ~ R(a) p (t) = 

a g-+a 

M = ( e/h) 2 ~ J! t d t' d t" ~ R (a) M • 
t ag,f.J. f.J.,v o . a (54) 

0 exp [ iwag( t••-t')] Gj~) Crt' ,rt"). 

.ag,v o 

We derini~ren nu de functie: 

S (t"-t") = (e/i'i) 2 ~ R(a) M• M exp[iwag(t"-t')], 
Vf..l. a ag,f..l. ag,v 

(55) 

waarvan de Fouriergetransrormeerde: 

s (w) =I 00 

S (t"-t') exp[-iw(t"-t')] d(t"-t') = 
Vf..l. Vf..l. 

-oo 

= 2u(e/i'i) 2 ~ R(a) M• M ö(w~ ) ag ,f..l. ag , v ag (56) 
a 

een gevoeligheidsrunctie is, die alleen bijdragen geert voor 

overgangen met vast energieverschil hwag• 'Ne hebben dan: 

(57) 
• 
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Om aan te tonen dat een ideale detector een grootheid meet. e

venredig met G( 1 ) (rt,rt) moeten we bedenken dat zo'n idea1e de-

teetor een gevoeligheids:functie hee:ft die een constante :is: 

sv~(w) = sv~· De Fouriergetrans:formeerde van sv~ is dan: 

• 

Sv~(t) ~ d1T I_: sv~ exp(iwt) dw = sv~ö('tf). (58) 

We vinden dan voor p ( 1 ) ( t): 

Aan het argument van de G-:functie, zien we dat het absorptie-
l's 

proces gelocaliseerdfin de tijd. Dat is een gevolg van de brede-

band-gevoeligheid van de ideale teller (in principe-voor 

- oo < w < oo). In de practijk kan men tellers maken, die zich ge-

dragen als ideale tellers, als men zorgt dat' s (w) = s voor 
V~ · Vf-L 

een zeker :frequentiegebied. Als men dan het opvallende licht be-

perkt binnen deze :frequentieband en de meettijd (t-t0 ) g~ter 

maakt dan de inverse waarde van de bandbreedte van de teller. 

geldt ook (53). Het aantal getelde :foton·en per seconde blijkt dan 

evenredig te zijn met G( 1 )(Ï·t,rt): 

s GC 1 )(rt rt) 
V~ ~V ' • 

(60) 

Als het veld gepolariseerd is in een richting ë kunnen we schrij

ven voor ( 5 7) : 

P<
1
)(t) = 1 t dt' 1 t dt" s(t''-t') a< 1 )(rt',rt")~ (61)' 

to to 

waarin: S = ê*. S.ê en G( 1 ) = tr(p(ê.t(-))(ê*.t(+))) ~ 
Voor een teller bestaande uit n g~lijksoortige atomen ter- ~laatse 

r1 , ••• rn in het veld, kan men een analoge redenering volgeno De 
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atomen worden dynamisch onar.hankelijk van elkaar veronderete1d~ 

Het veld treedt in wisselwerking met alle atomen j,n het tijdin

terval van 0 tot t. 
~ ~ 

Voor de wa,:~rschijnlijkheid dat alle atomen elk een :foton absor-
beren en dat de vrijgekomen electrenen geteld worden vindt men 

dan: 

=I .. J: 
n 

• n dtJ~ dt•j•. (62) 
j=1 

Als de gevoeligheid constant is over een :frequentiegebied, dat 

minstens zo groot is als het :frequentiegebied van de straling, 
is: 

Voor reële detectoren is de kans dat alle atomen worden aange
slagen natuurlijk erg klein. De f'unctie p(n)(t) speelt echter 

een belangrijke rol bij de bespreking van de statistische eigen

schappen van foton-tel-experimenten, zoals coÏncidentiemetingen 
(hoof'ds tuk VI). 
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Vlo COINCIDENTIEMETINGEN MET FO'IDDETECTOREN. 

Door Glauber (1965), hoordstuk XVII, wordt een telexperiment na

gegaan, waarbij een teller gedurende een tijdinterval t ~ht op

vangt.. Het getelde aantal rotonen, C, is een stochastische groot

heid. Om iets te weten te komen over de îluctuaties moeten we de 

verdelingsrunctie van C kennen. 

Wij proberen hier op analoge wijze het meer ingewikkelde co Inci

dentie-experiment te berekenen. We gaan uit van twee identieke 

tellers, die beide bestaan uit een zeer groot aantal (N) atomen, 

en die beide gedurende t wisselwerken met :qe t veld. De plaata

coÖrdinaten van de atomen van teller 1 geven we aan met ri, die 

van teller 2 met p j, alle ten opzichte van één oorsprong. Het 

door teller 1 geregistreerde aantal rotenen kunnen we schrijven 

als de som van stochastische variabelen: 

N N 
c1 = L. zi eveneens: c2 = ~ c.J, (64) 

i=1 j=1 

hierin is zi = 0 als het i-de atoom niet geioniseerd wor.d"t 

= 1 als het i-de atoom wel geÏoniseerd wordt. 

(j = 0 als het j-de atoom niet geioniseerd wordt 

= 1 als het j-de atoom wel 5eioniseerd wordt. 

De eindtoestand van het systeem wordt 3ekarakteriseerd door een 

serie waqrden voor z 1 , •• , ~ ,( 1 , •• ,( N. De waars eh i jnli jkheid hier

voor neemen we: P(z 1 , •• ,zN,( 1 , •• ,(N,t). De grootheid waar we be

lang in stellen is: 

(65) 

waarbij de sommatie over (z. ,( .) betekent: sommatie over z 1 = 0,1 
1 J . 

en ( j = 0,1 voor i,j = 1, •• N. 

We de:finiëren de momenten-voortbrengende runetie Q(?\,f.J., t): 

(66) 
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Uit (66) blijkt: 

eo(C2-n+1) > • 

c1 ! c2 ! 
= < { C1 -m) ! ( C2 -n)! > • (67) 

Ontwikkelen we Q("'/\,f.J., t) in een taylorreeks om 1\=p.=O dan vinden 

we: 

(68) 

De lineaire combinatie van momenten, (67), verschijnen dus in de 
taylori·eeks als coëf':ficiënten van (-1 )n+m/\m.un/m!n!. 

·Ne kw1nen ook schrijven: 

N 
Q (/\ •.U , t) = l: 

m,n=O 
(69) 

waClrin :;)(m,n,t) een meer bij het experiment aansluitende verde

lings:ftulctie is, namelijk de kans dat teller 1 m-:fotonen en tel

ler 2 n-f'o tonen ree is treert, ongeacht de vraag welke a torn en een 

overganc maken. Door taylorontwikkeling van (69) om de punten 

/\=p.=1 ziet men dat: 

( _ 1 ) m+n [ 0 m+n J 
p(m,.:1, t) = 1 1 Q(/\ ,p., t) • 

m.n. a/\Inaun 
r- "~=1 

(70) 

Om Q(/\,p.,t) te vinden schrijven we: 
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N N 
~zi ~( j 

(1-") 1=1 (1-n)j=1 P( ( ( t) ,, ,.. z1 , •• ,~, 1 , •• , N' 

N z ( 

= ~ 11 ( 1-Ä.) i ( 1 ~) j P(z1 , •• ,zN,(1 , •• ,c_N.t) 
(zi,( j) i,j=1 

N 
= ~ n (1-Äz 1 )(1-j.L( j) P( Z1 , •• , ZN ,( 1 ' •• ,( N' t) 
(zi,(j) i' j=1 

N 
= ~ (-i,) n ( -f.l) m ~ ~ z i 1 • o zin ~. ( j 1 • .( jm. 

n,m=O (z1 ,(j) n-voud m-voud 

• P(z1 ,. 01 ~,(1 , •• ,(N,t)o (71) 

In de 1 aa ts te regel is het N-voudig product uit de voor laatste 

regel ontwikkeld naar mach ten van 1\ en p.. Dus: 

N 
Q ( 1\ ,p. , t) = z 

n,m=O 
( _1, ) n ( ~ ) m ~ ~ ~ 

n-voud rn-voud (z 1 ,Cj) 

De waarsc~ijnlijkheid dat alle atomen i1,.a,in van detector 1 en 

alle atomen j1, •• ,jm van detector 2 een îoton absorberen, onge

acht de vraag wat de andere a tornen doen, is: 

p(i1,..,in,j1,.ojrn,t) = 

Deze laatste uitdrukking is gelijk aan de waarschijnlijkheid, dat 

alle (n+rn) a tornen (ter· plaatse r i1, .0 r in ,,.ö j1,. 0 ,,.ö jrn) een f'o ton 

absorbereno Met behulp van (62) krijgen we dus: 

p(i1, •• in,j1, •• jrn,t) = p(n,rn)(t) = 
1
rt .. 

1
rt .~ s(tï-tj_)dtj_dti. 

0 0 1=1 
m 
11 S(r"-'T')dr'dr" G(n+m)( .. +-' .. t' .. r' .. ' .. " .. t") (73) • j=

1 
j j j j r1 ..., • .rn ;JJ1 1 • oPflm•PmT mo .r1 t • 



Dan is: 
N 

Q(/\,J.L,t) = r. 
n,m=O 
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(~)n(-1'-)m :& r, 
n-voud m-voud 

p (i 1 , •• , in, j 1 , •• jm, t). 

(74) 

Tot dragen alleen bij de termen waarvoor n << N. We mogen 
n-voud 

dan schrijven: 

1 N N N 1.f .. c) ... of v1 ~ Ql- r. r. • 0 ~ Ql 1 dr1cr r 1 dr a- Cr ) , 
n-voud n! i 1 =1 i2=1 in=1 n. v1 n n 

(75) 
1 N N N 

1 r .. c ) r r. Ql iiiT r. z • 0 r. Ql m!j d/J1v P1 ••oej dPmcr(pm) • 
m-voud j1 =1 j2=1 jm=1 V2 V2 

waRrbij de sommen oveP de individuele atomen vervangen zijn door 

integralen over• de volumina V1 en V2 van elk der beide tellers 

respectiévelijk, terwijl a-(Î·) voorstelt het aantal atomen per vo

lume-eenheid ter plaatse ro Met (75) en (73) vinden we dan: 

00 

Q(Î\v,U·, t) = ~ 
n,m=1 

(-/\)n(-g)m r rr I ft rt 
- i1! m!-- j --J J -- ó --J o --:-

nx mx 2nx 2mx 
over over 
v1 V2 

(m+n) (.. , .. ,.. , .. ' .. '' .. .,.. " .. ") x G r1 ~ •• r t. 0 1 'T 1 • .. {) T ' 0 'T • oP 1 'T 1 r t Q • r1 t1 • nn mm ·mm nn 

(76) 

Voor de berekening van de verdelingsrunctie p(m,n,t) en de hoge

re-orde-momenten (67) dient men met de algemene vorm (76) verder 

te gaan. Men kan dan afilankelijk vnn de coherentie-eigenschappen 

van het veld de betrerrende vormen voor G(n+m) invulleno Men be

~ekent dan Q()\,~,t) voor .een volledig coherent veld, voor een 

veld dat in de P-rerresentatie kan worden geschreven, or voor een 

veld met gaussische P-representatie. De berekening is analoog aan 

• 
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Glauber ( 1965). 

Voor ons doel, de berekening van <C1C2 > speciaal me~ het oog op 

de meting van Hanbury Brown en Twiss, is het voldoende zich te 

realiseren dat(76) een machtreeksontwikkeling is ~ond ~9U=O. De 

coëfficiënt van ~ in deze reeks is dan volgens (67) en (68) ge

lijk aan <C1 C2>: 

(77) 

Dit resultaat zullen wij in het volgende hoofdstuk gaan toepass·en 

in de situatie van de meting volgens Hanbury Brown en Twiss van 

sterdiameters. 

Volledigheidshalve volgen hieronder nog enkele uitkomsten van ro

tan-tel-experimenten en ccincidentiemetingen: 

fotonen teller co Incidentiemeting 

<C> m < c~ > 
m 

p(m, t) exp -<C> p(m,n,t) - <C1 > . = m! = m! exp • 
f'.) <C:iil> n exp - <C2> 

• n! variantie = 
= <C2>-<C>2 = <C> <C1 C2> = < t1 > <C2> 

<C>m (m+n}! <C3 > m 
<Ca> n 

p(m,t) p(m,n, t) = 
[ 1 +< C> Jm+1 

= m!n! [ 1 +< C1 .>+< C:z > ]m+n+1 
p) 

VF:Jr. = <C> [ 1 +< C>] <C1C2> = 2 < c1 > <C2> 

varo = <C> [ 1 + < C>] < C1 C2 > = <C1 > <C2> [1+~] 
p) yt .Y 

y: spectraalbreedte 

t: meettijd. 

a): Velledig coherent veld; 

b): Gaussische P-representatie. Korte meettijd. Vlakke golf". 

c): Gaussische ?-representatie. Lange meettijdQ Vlakke golr. 
Spectrum heert Lorentz-proriel. 

• 



- 31 -

VII t. DE J.lETING V JUf EEN STERDIAMETER VOLGENS H.ANBURY BROWN EN TWISS. 

Met de opstelling van Hanbury Brown en Twiss (zie fig. blz. 11) 

wordt het correlatieproduct, <C 1 C2 >, gemeten, waarvoor we (77) 
hebben afgeleid. We nemen aan, dat de tellers voor alle rrequen

ties vnn het opvallende licht even gevoelig zijn, zodat: 

S(t"-t') = sö(t"-t'). Dan wordt (77): 

De ster is een chaotische lichtbron en het veld kan dus met de 

gaussische P-representa tie beschreven worden. Dan geldt (44): 

G ( 2 ) ( x1 X2 X3 X4 ) = G ( 1 ) ( x1 x 3 ) G ( 1 ) ( x 2 X4 ) + G ( 1 ) ( ~1 ~ ) G ( 1 ) ( x 2 ~ ) • , 

(79) 

(1) [ (1) J* Met behulp van de relatie: G (x 1 x 2 ) = G (x2 x 1 ) , krijgen we 

VOOr ( 78): 

Om bij deze meting de juiste vorm te vinden voor G( 1 )(r1 t 1 ,r2 t 2 ) • 

gaan we als volgt te werk: 

We stellen de ster voor als een platte schijf, die uniform over 

het oppervlak licht uitstraalt (we zien af van verschijnselen als 

"randverduistering")(> In een vlak evenwijdig aan het steroppervlak 

plaatsen we de beide tellers op onderlinge afstand 2a, en kiezen 

de verbindingslijn der tellers als x-as. De ij-as loopt ook even

wijdié: aan het steroppervlak. De ::>terdiameter is 2D. De af'stand 

tot de ster is L. (zie tekening volgende bladzijde)o 
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y 

Als de gaussische ?-representatie geldt krijgt men voor G( 1 ): 

(zie (4Lt-))o De hoek waaronder men vanaf' de ster het meetapparaat 

ziet is zo klein dct men kan aannemen dat het licht van een opper

vlakte-element, Rd.Rdèt> van de ster, vlakke golven zijn, waarvan de 

voortplQntingsvectoren k wijzen naar het punt 0. Zetten we in (81) 

vlakke-~ol.f-mode:functies (Glauber 1963c, p. 2768): 

(82} 

dan wordt de bijdrage van Rd.Rd~ tot G ( 1 ) : 

d[G(
1 )(r 1 ~ ,r2 ~)] = hc~,d~ ~ kö<~> exp -{k.(r1-r2)- wk(~-ta)J. 

(83) 
Hierin is: Ö<~> = aantnl fotonen in de mode k per m2 van RdRd~ 

A= normeringaeonstante van de uk(r); A zeer veel gro

ter dan de gol:flengte 9 . . . '"- c· ... ) 2akR cos ~ Uit de teken1ng bllJkt: K. r1-r2 ~ 2akx = L o In goede 

benadering kunnen we schrijven: I k:l = k cw. kz' zodat de som over 

k gelijk is aan de som over (kx,ky,kz) en deze is gelijk aan de 

som over k'7.. De modes k zijn zo dicht verdeeld over de k-ruimte, 
w z . 

dat we kunnen overgaan op een integraal: :Zk -+ A/'dr·! dkzo 
z 
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We vinden tenslotte: 

-iw~ 2aR L~os •- ( ~ -ta >]ttuk 
(84) 

waarbij is gebruikt: wk = kc = kzc. 

Voor de verdere berekening is het nu nodig een spectrale verdeling 

te introduceren voor het licht dat op de tellers valt. Bij de iq 
Narrabri uitgevoerde experimenten worden de door de spiegels ge

concentreerde lichtbundels door rilters gestuurd, die een smal 

doorlaat-gebied (ll/\ = 8.10-9 m) hebben. Zie Hanbury B~m~"m (1966). 
ï'Je stellen hier, dat het aantal rotonen nórmaal verdeeld is rond 

• 
de centrale f'requentie w0 (we schrijven wk = w): 

Ö<~> 2 
cA2 = y;.hr Ö< n> exp - [w;a ] 2 ' (85) 

. 1 
waar in y: halve breed te van het spectrum op e x maximale hoogte. 

(y << Wo). 

ö<n>: totaal aantal fotonen per m3 in modes met richting k, -
per m2 van RdRd~. 

Zetten we (85) in (84), dan vinden wij:. 

[ (1)(.. .. )] fi 
d G r1 t1 ,r2 ~ = Ö< n> RdRdcl> /oo [w-wa 12 2y1T;.hr w exp - y .J • 

0 

• exp - iw[ 2 aR L~os ~ - ( t1 -t2 )Jà.AJ. (86) 

Om G(
1 )Cr1 t-, ,r2 ~) te krijgen moeten wij (86) integreren over 

het s ter'Opper·vlak: 

( 1 ) ( .. .. ) hö< n> r 00 ( tJJ ~ ] J G r1 t-, , r2 t 2 = 2y1TIJ'1T j 
0 

wd:v exl(_- LT 2 + :L:u( t-, -~) • 

/
D RdR (~ [ iw. 2aR cos t ).( 87 ) 

~ o J o d~ exp - Lc 

We gebruiken: 

J 0 (x) = d1T J:1T exp( ix cos ~ )d~ = J 0 (-x). (88) 
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J 0 : nulde-orde Besself'unctie, zie Whi ttaker en Watson ( 1963). · · 

Dan: 

( 1) (.. .. ) nó< n>/oo nf 
G r1 t1 ,r2 ~ = ylhr o wchl exl-

. r: R J 0 [ 2~~J dR. (89) 

Verder geldt: 

~ [xJ1 (x)] = xJ0 (x). (90) 

J 1 : eerste-orde Besself'unctie. Dan: 

Hierin is: ~D = S (hoekaf'meting van de ster), 

1rD2 Ö<n> = <n> (totaal aantal f'otonen per m3 in de buurt 

van de tellers). 

De integ1•aal in ( 91) bevat een snel V8.riërende f'asef'actor: 

exp i [w( t 1 -t:2) + i(w;o):2] = exp il/f. lv'e benader·en (91) door in 

de· inte~rand die waarde van w te schrijven waarvoor de (complexe) 

f'ase stAtionair is (stationaire-f'ase-approximatie): 

(92) 

Dan volgt: 

w = w0 + • (93) 

Dan wordt (91): 

• 

ó.w moet van de orde y zijn. Een voor de hand liggende keuze ie: 
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t:.w = /: exp - <; r~ dw = yt/1T. (95) 

( 9Ll) levert van nul verschillende waarden op voor: ( t 1 -t:z) < · 2 

(
2 

is van de orde 3.10-14 sec). In dat geval is het imaginair~ y 
deel vnn het argument van J 1 veel kleiner dan het reële deel. 

We vinden dan voor (94): 

(96) 

Verder blijkt: 

(97) 

De 1 a a ts te twee re sultaten zet ten we in ( 80) , waarbij we aanne

men dat G( 
1

) Cr1 t.. ,r2 ~) constant blijf't als r1 en .Î-:z onafhanke

lijk vPn elkaar vari~ren respectievelijk oYer teiler 1 en teller 

2. In goede benadering is namelijk steeds: lr1 ~r2 j = 2a. Dus: 

= s 2 If!N2 1 2JL:_~~a$)1
2

/Y: exp- [Ct,-f)
2

y~Jdt1dt:z+s2 If~t2 , 
(99) 

waarin N het a~ntnl gevoelige atomen is van elk der tellers. 

We zetten: I = si 1 Nt. Dan: 

JY: exp -

• 



- 36 -. 

t t 
Voor de integraal in (100) vinden we de waarde 2~ y ~ yr•· 
waarbij de integratie is uitgevoerd over een smalle strook ter 

breedte 2/y in het (t1 ,t.z)-vlak. We vinden dan voor het oorre

la tieproduct: 

( 101) 

(vergelijk (101) met de formule rechts onder in de·tabel op blz. 

30). 
In de practijk wordt de meettijd, t, bepaald door de oplostijd• 

r 0 , van de electronische installatie (fotomultiplicatoren, ver

sterkers, correlator). r 0 is ongeveer gelijk aan de inverse 

bandbreedte van de electronische apparatuur. 

Hanbury Brown (1966): r 0 ~ 2,5.10-9 sec. y' ~ 1013 sec.-1 • 

In werkelijkheid wordt gemeten <~Ct 6~> 1 want. de schakeling 

laat de gelijkstroomcomponenten niet door (~C, = Ct -<Ct>) o 

Zettenwet = r 0 , dan vinden we de benadering: 

Voor de metingen te Narrabri vinden we dan: 

( 103) 

De uitkomst (·i 03) wordt door de integrator over een meetperiode 

T geÏntegreerd (T is ongeveer 3 tot 5 uur). 

Na een meting, waarbij de afstand 2a tussen de detectoren mini

maal is, wordt 2a groter gemaakt. Bij die afstand voor 2a, waar

bij J1 (k0 a.9) = 0, vindt men geen correlatie meer in de intensi

teitsi'luctuaties. Het tweede nulpunt van J 1 (k0 a9) ligt bij de 

wsarde k 0 a 0 S = 3,83o 
Voor de hoekaf'meting van de ster is dan: 

( 104) 

Te Narrabri zijn ondermeer gemeten: 'Nega, f3 Crucis en Altair. 

• 
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